
INFRASTRUCTURE DES CLASSES AMBlGES 
D'IDEAUX DES ORDRES 

DES CORPS QUADRATIQUES REELS 

par Franz HALTER-KOCH, Pierre KAPLAN, Kenneth S. W I L L I A ~ ~ S  ' )  

et Yoshihiko YAMAMOTO 

Soit OD un ordre d'un corps quadratique reel K, de discriminant D. Le 
nombre D est un entier rationnel positif non carre congru a 1 ou 0 modulo 4. 
Chaque classe primitive d'ideaux C de OD contient un nombre fini I - I(C) 
d'ideaux reduits primitifs, et ces ideaux peuvent Ctre ranges en une periode. 
Le but de ce travail est d'etudier la structure, ce que D. Shanks appelle 
ctl'infrastructurc)) ([8]), de cette periode dans le cas ou la classe C est une classe 
ambige, c'est-a-dire egale a sa conjuguee C. Les notions evoquees ci-dessus 
sont soit definies dans notre precedent travail [7], auquel nous renvoyons le 
lecteur pour les details et les demonstrations des faits exposes dans l'intro- 
duction, soit seront definies plus bas. 

Apres avoir rappel6 au $ 2  les resultats classiques concernant les ideaux 
ambiges primitifs reduits, resultats connus depuis Gauss ([I]) dans le langage 
des formes quadratiques binaires, puis determine le produit de deux ideaux 
ambiges reduits (Proposition 2), nous introduisons au § 3 une notion nouvelle, 
celle d'ideal symetrique, ideal necessairement reduit, associe a certaines 
decompositions de D en somme de deux carres. Ensuite nous determinons le 
produit de deux ideaux symetriques (Proposition 4). Ceci fait, au $4,  apres 
avoir montre qu'une classe ambige contient un ideal ambige reduit et un ideal 
symetrique quand N ( E ~ )  = - 1, soit deux ideaux ambiges reduits ou deux 
idkaux symetriques quand N ( E ~ )  = + 1 (Theoreme I ) ,  nous pouvons 
comparer modulo 4 la longueur 1 de la periode d'une classe ambige C avec la 
longueur lo de la periode de la classe principale. 

Nous montrons aussi comment cette mkthode permet d'obtenir 
une troisieme demonstration du resultat de [6] qui dit que les longueurs 
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modulo 4 des periodes des classes principales de discriminants D et 4 0  pour 
D = 1 (mod 4) sont Cgales si, et seulement si, E 4 ~  = E; (Theoreme 0). Mais 
le resultat le plus elegant de ce travail nous semble Etre le fait, inclus dans les 
Theoremes 2 et 3, qu'un certain ideal symetrique S' construit d'une maniere 
simple a partir d'un ideal symetrique donne S est toujours principal quand 
N ( E ~ )  = - 1 ,  toujours equivalent a S quand N ( E ~ )  = + 1 .  

Nous indiquons maintenant les notations et resultats que nous allons 
utiliser. Si a , ,  a2 ,  . . ., ah sont des nombres entiers rationnels, nous designerons 
par (al  , . . . , a,) le plus grand diviseur commun de ces nombres. Si A est .un 
anneau commutatif unitaire et a , ,  ..., a,,, des elements de A,  nous designons 
respectivement sur [ a , ,  ..., a,,,] (tn 2 2) le Z-module et par ( a l ,  ..., a,,:) 
(tn 2 1) l'ideal (A-module) engendre par a , ,  ..., a,,,. Si cp est un nombre reel, 
[cp] designe la partie entiere de cp. Le produit des ideaux I = ( al  , . . . , a,,, ) et 
J = ( )3,, ..., )3,, ) est l'ideal IJ = ( a l p 1 ,  ..., a,)3,, ..., a,,,)3, ) .  Enfin a b 
(respectivement a I /  6) signifie que l'entier rationnel a divise (respectivement 
ne divise pas) l'entier rationnel 6. 

D'apres [7], Proposition 1, les ideaux non nuls de On sont les Z-modules 

d [ a- . +: 01 40 I D - b 2 ,  et l'ideal I est determine par d 1. o I 
et b (mod 20). Le nombre I d'ri I est la norme de l'ideal I et sera note N(1). 
Sauf mention explicite du contraire, nous supposerons toujours d et a > 0 

dans l'ecriture I = d [ ri /ti --------- D l  
L'ideal I est pr-imitif si d = ( ri, b, - ib2) = 1 Si I'ideal I est primitif, 

son conjugue ~ . e s t  primitif et 11 = N(1). 
Deux ideaux I et J de On sont equivalents (note I- J ) ,  si il existe deux 

nombres a et !3 non nuls de On tels que a 1  = )3J. Parmi les classes definies 
par cette relation d'equivalence, celles contenant des ideaux primitifs forment 
un groupe fini que nous noterons Cn. - 

Considerons maintenant les idkauv primitifs reduits. Soit I = a, --------- [ "tD1 
D - 0' 

un ideal primitif. Posons - = c. On peut aussi ecrire I = a [ l ,  cp] avec 
4 c/ 

 ID 
cP=- , et cp est determine modulo 1 .  L'ideal I est r-eduit si l'on peut 

2a 
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choisir b modulo 20, ou (Q modulo 1, de maniere que les trois conditions 
equivalentes suivantes soient rPalisees 

Si I'ideal I  est reduit et b choisi d e  faqon a satisfaire ( 1  . I ) ,  et donc (1 .2)  
et (1 .3) ,  nous ecrirons 

L'idCal 7 est I'ideal 7 = c, ---------- = { a ,  6, c } .  [ b + 2 ' D 1  

L'ensemble fini des ideaux primitifs reduits d'une classe C primitive a 
I = I (C)  elements qui peuvent 2tre ranges dans une suite periodique de la 
maniere suivante: 

Si I  = {c ,  b,  a ) ,  l'ideal suivant I  est I' = { a ,  b l , c ' }  ou 

h + l  D 
- 

D - b '*  
(1.5)  q =  b + b 1 = 2 a q ,  e l - - - .  

40 
- 

- b + I  D b ' +  I D 
Comme I  est rkduit, q = [ q  + = si bien que 

I'ideal I  precedant I '  est defini a partir de I' symetriquement par 

Partant d 'un ideal primitif reduit I" = a,,, -------- = { a  , ,  b, , ,ao} le [ b 0 + 2 ' D 1  

n-erne itere par le procede (1.5) de I,, sera note I,, = a,,,- [ b ' i + 2 1 D l  
- = { a , ,  , , b, , ,a, ,} ,  de telle sorte que la periode de I,, est formee des ideaux 
lo, I , ,  ..., I ,  , et que, pour tout k E Z, I , , ,  = I,, . De plus, pour tout n o n  a 
d'apres (1.1), (1.2), (1.3) et [ 7 :  (2.12) et (5.5)] 
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a, " 
In=--  n ~ ,  zo sgn N ncp, = ( - I ) " ,  

00 ) ( ( i : ,  )) 
a,, 

( P I , >  1 ,  p ( ~ n > l .  
a,, - I 

Dans tout ce travail nous poserons 

( D ,  si D =  l ( m o d 4 ) ,  

" =  19 , si D = 0 (mod 4) . 

5 2. IDEAUX AMBIGES, IDEAUX AMBIGES PRIMITIFS REDUITS 

Definition I .  Un ideal ambige est un ideal egal a son conjuguk. 

LEMME 1. i) Les ideaux ambiges sont les Z-tnodules de l'un des types 
s~iivan ts: 

ii) Si D = 1 (mod 4) 11 n'y a pas d'ideal arnbige de type A ,  

[ , est ambige signifie que Demonstration. Dire que I = d a - 

b + 1  D - 6 +  1.D 
[a ,  = [a ,  1 , donc que b = O(mod a) ,  et I est du 

2 

b 
type A ,  ou A2 suivant que - est pair ou impair, ce qui demontre i), et ii) 

a 
est clair. 

On prouve alors le resultat suivant (cf. Gauss [ I ] ,  5257-259): 

PROPOSITION 1. Les ideaux ambiges primitifs et ambigespritnitifs reduits 
sont d o n n b  par Ie tableau suivant, ou D est defini par (1.8): 
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I 
Discriminant IdPaui primitifs arnbiges + rPduils 1 

D = 4 (mod 16) 1 [ a , m . a i ~ , ( a , g ) = l  a < E  1 
D = 8, 16, 24 (mod 32) 

1 a a +  a (a,:) LL ,I 
I 1 [ a , i l ~ ~ , a ~ ~ , ( a , ~ ) = ~  1 a < , %  

D = 0 (mod 32) I 

- D 1 [4a,2a+ I B I ,  a -  (a,:) = I ~ 
4 2 

Dernonstralion. Nous cherchons d'abord les idkaux primitifs ambiges. 
Soit I un tel idCal. 

Si D = 1 (mod 4) ,  I = [.a+:b] a - -  oh a = l ( m o d 2 ) ,  4 a I D - a '  ei 

( ) = (a ,  ) = I .  Inversement ( a , q )  = I .  Alors a I D  et a ,  a 

si a = I ( m o d 2 ) ,  a l ~  et a,- - 1 ,  on voit que 4 a I ~ - a *  et i 3 
Si D = 0 (mod 4) ,  tous les Z-modules a, -- avec a / 

4 

conviennent. Cherchons si i l  y en a du type A: = [a. fip] . Alors a est 
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a 
pair et l'entier positif a' = - doit verifier 

2 

ce qui entraine a' ( D. 
Si D = 1 (mod 2), alors a' = 1 (mod 2) et la deuxieme relation ne peut 

Etre verifiee que pour D = 3 (mod 4), c'est-a-dire D = 12 (mod 16). Alors 

20' 1 - u12 o a' I D 

et si ceci est vrai 

Ceci nous donne la liste des idkaux primitifs ambiges pour D = 4 et 
12 (mod 16). 

11 reste donc a etudier les cas ou D = 0 (mod 8). Alors (2.1) implique 
a' = 20" d'ou D - 4 0 "  et s'ecrit donc ici 

qui equivaut a 

D " 
Mais (2.2) implique que -- + a" (mod2), donc L)" = 0 (mods), soit 

a" 
D = 0 (mod 32), et alors (2.2) equivaut a 

ce qui acheve la demonstration de la liste des ideaux primitifs ambiges. 
Pour trouver ceux qui sont reduits nous utilisons le 

LEMME 2. L'ideal I = a [ ] ,  IJI] esf reduit si, et seuletnent si, 

W + [ -  W 1 >  1. 



Demonstration. On peut remplacer yt par cp = + [ -  yt] qui verifie 
0 < - yt - [ -  ij] < 1, c'est-a-dire - 1 < < 0 ,  donc l'ideal I est reduit si, 
et seulernent si, cp = yt + [ -  i j ]  > 1,  ce qu'il fallait dernontrer. 

Ceci etant,  on voit que 
- 

1 D 
[ a ,  T] est reduit E - + 1 D [:I > , * a < -  

2a 2 

et que 

[ a ,  u+] est riduit E 
2a 

ce qui achkve de dkmontrer la Proposition 1 

COROL-LAIRE I .  Si D + 0 (mod 32), u t ~  idkal ambige primitif est defer- 
/nine par sa norme. 

De'n~onstration. Dans la  deusieme colonne du tableau de la  Propo- 
sition 1 a des norrnes distinctes correspondent des ideaux distincts. 

COROLI-AIRE 2. Si D = 0 (mod 32), soient t >, 3 et A les entiers 
clefinis par 

D = 2 ' A ,  A = 1 ( m o d 2 ) .  

Les ideaux primitifs ambiges et primitifs ambiges rkduits sont donnes par 
le tableau suivant, ou a designe un entier tel que 

1 y e  Idkaur ambiges prhnitifs + ,dduits ~ 
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Demonstration. Le Corollaire 2 est une consequence immediate de la 
Proposition 1, cas ou D = 0 (mod 32). 

Nous aurons aussi besoin du resultat suivant: 

LEMME 3. Soit I. = = { a  - I , kao , ao} un ideal arnbige 

pritnitif reduit, I ,  ('ideal suivunt I,, dans sa periode. Alors I ,  = p ,  I,, 
aver 

z- 

Si lo = (1) alors 1 D - 1 < p l  < \/D. 

a l k a o + 1 D  k a ( , + ] ~  
Demonstrarron. D'apris (1.7) I ,  = - 10 = l o  et, 

a. 2al 2a0 
I 

kuO - 1 D kao + 1 D 
comme l'ideal I. est reduit, - 1 < < 0 ,  donc p ,  = 

2a0 200 

- - 
1 D  k a o - 1 ' D  
-- + verifie les inegalites (2.3). Pour achever de demontrer 
00 2a0 

le Lemme 3 il suffit.de noter que a. = 1 si IO = (1). 

Definition 2. La norme redziite N 1 ( I )  d'un ideal ambige primitif I est le 
nombre a du tableau de la Proposition 1 si D + 0 (mod 32) et du tableau du 
Corollaire 2 si D = 0 (mod 32). 

PROPOS~TION 2. Soit D + 0 (mod 32). Soient I. et I ,  deux ideaux 
ambiges primitrfs de normes reduites Do et D ,  respectivernent. 

I/ exisre quatre entiers positifs d ,  do ,  d l ,  d' premiers entre eux deux a 
deux tels que 

et un nombre rationnel r dependant de lo el I ,  /el que l'ideul 

soit un ideal ambige primitif reduit. 
L'ideal J est &gal a ( I )  si, et seuiemenl si, I,, = I ,  
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Demonsirufiotl. D'apres la Proposition 1 et la Definition 2 on a 

D = DUD; = Dl  D ;  avec (Do,Dt )  = ( D l ,  D ; )  = 1 . 

Definissons d, do et dl  par 

Do = ddo , Dl = ddl  , (do ,  d l )  = 1 

On voit qu'il existe d' tel que D; = clod' d'ou DA = d l d '  et donc 

D = dd,,d1dr avec ( d d O , d l d r )  = (dd ,  , d u d r )  = 1 

ce qui prouve que les nornbres d, do, d l ,  d' sont premiers entre eux deus a 
deux. 

- 

Supposons d'abord D = I (mod 4). Alors I,, = [D,,, Do + I , 
2 

II = [ D l ,  + I et, effectuant le produit, on trouve 
2 

do + dl d  + d' 
- - Comme (dl,, d l  ) = 1 et -- - - I,,Il 

(mod 2) on voit que - est un 
2 2 d  

10 11 ideal arnbige entier sans diviseur rationnel, et, cornrne tout nornbre de - 
d 

kdod,  + 11 D 
s'ecrit 1011 

- oil I ,  k E 2, on voit que tout entier rationnel de - 
2 d 

est multiple de dodl  

D'autre part d d , d l  et 

= d,,dl,  ce qui, cornrne (dodl , d d i )  = 1 ,  prouve par la Proposition 1 que 
- 

5 = [ d , d l ,  d o d l  + et que l o l l  est arnbige et primitif. 
cl 2 

- I011 
Si dud, < D ,  -- est rkduit donc on satisfait a la Proposition 2 en posant 

d 
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- 

Si dodl > 1 D on trouve par le mCme calcul 

I0 Il Multipliant par l'ideal primitif -- on obtient 
d 

1 
ce qui demontre la Proposition 2 avec r = - 

ddod~ 

Le cas oh D = 0 (mod 4), quand les ideaux I,, et I ,  sont du type A , ,  est 
analogue, en plus simple, et on trouve le mCme resultat. 

Si D = 12 (mod 16) on trouve, par un calcul analogue, quand au moins un 
des ideaux 10, I I  est du type A * ,  

1 
- [2Do, Do + 1 D] [ D l ,  b D] = [2dodl ,dodl  + 1 D] , 
d 

1 
d'oh r = - , J = [2dod l ,  dod l  + 1 D ]  , si dodl  < I/ D . 

d 

- 1 
Puis, si dod l  > 1 D,  on obtient respectivement r = ------- , J = [ddr , l  D] 

2ddodl 

Ces calculs montrent que J = (1) si, et seulement si, do = d l  = 1 et si les 
ideaux I. et I ,  sont de mCme type, donc si I. = I , .  Ceci acheve de prouver la 
Proposition 2. 

PROPOSITION 2'. Soit D = 0 (mod 32), et soient t et A les entiers 
dPfinis au Corollaire 2. 

Soient I. et I I  deux ideaux ambiges primitijs de normes reduites Do 
et Dl respectivement. I1 e.uiste quatre entiers positifs d, do, d l  , d', premiers 



entre eux deux u deux, tels que 

el un nombre rationne/ r dPpendant de I. er I ,  tel que I'idPal J di f in i  
ci-dess0u.s soit un idPal ambige primitif reduit. 

L'ideal J est egal u (1) si, el seulertlent .si, I,, = I ,  . 

DPmonstration. La Proposition 2' se demontre comme la Proposition 2. 
On calcule les produits d'idkaux primitifs ambiges rkduits des dix differentes 
combinaisons de types en fonction des nombres do et d l .  Si le produit obtenu 
n'est pas rkduit, on le multiplie par l'idkal ctcomplkmentaire)) pour obtenir un 
ideal reduit. 

Definition 3. L'ideal I 

est symetrique si I'on peut choisir b > 0 dans sa classe modulo 2a de facon 
que a = c. 

De$nition 4. a) Une representation de D comme somme de deux carres 
est un couple (M, N) d'entiers > 0 tels que (M, N) = 1, M 2  -t N2 = D et 
M = 1 (mod2). 

b) Soit D = M 2  + N2 une representation de D. L'ideal symetrique 
primitif 
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1 [ M , N +  1 ~ 1 ,  si D = 0 (mod 4)  , 

est dit associt: a la representation (M, N) de D. 

P R C ) P O S I T I O N  3. i) Tout ideal symktrique est reduir. 

ii) Les ideaux symPtriques primit1 fs son1 les ideuux associks aux repre- 
sentatior7s de D. 

Delnonstration. i) O n  voit facilement que les relations D = b 2  + 4a2, 

u > 0 ,  b > 0 impliquent (1.2). 

ii) Soit T = [ a , - un ideal symetrique. O n  a donc D = b 2  + 4u2, 

b > 0 ,  et I est primitif si, et seulement si, (a, b )  = 1 .  

Si D = 1 (mod 4). b est impair donc I = [ ] oh N = 20, 

M = b et (N, M )  = (2a, b )  = 1 .  Inversement, si D = M 2  + An, (M,  N )  = 1 et 

M = I (mod 21, alors [F , M+] esI un ideal symetrique et primitif. 

D 
Si D = 0 (mod4) ,  b est pair, donc a impair et - = M 2  + N 2  avec 

4 

D 
Inversement si - = M 2  + N2 avec (M, N) = 1, M = 1 (mod 2) alors 

4 
- 

[M,  N + 1 D] est un ideal symetrique, et primitif car (2N, M )  = (N,  M )  = 1 .  

Nous allons etudier les representations d e  D dans les Lelnmes 4 et 5 puis 
en deduire une propriete importante des ideaux symetriques associes. 

LEMME 4. a) Les discriminants D tels que I'anr7euu 0, confienne 
des ideaux symetriques primitifi Jont les rlotnbres D tels que 

(3.1) D = 2 ' p l  '...p;\ s = O o u l ,  p , p r e r n i e r l ( m o d 4 ) .  

b) Soit I le nornbre des diviseurs premiers distincts de D. Le nombre 
des repr6sentations de D comme somrne de deux carres est 2". 

C) Le tlombre des iia'Paux primirifs symetriques est 2 ' - '  
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d) Le non7bre des ideaux ninbiges prinii f f i  reduits esf 2'- I, e f  la n o r r ~ e  
de lout fel ideal divise D. 

Demonstrafion. D'apres la Proposition 3 les nombres D sont les nombres 
tels que D est somme de deux carres premiers entre eux, ce qui prouve (3.1). 
D'apres [9], Satz 52, le nombre des dkcompositions de D en somme de deux 
carrCs premiers entre eux est zh . - l ;  chaque decomposition donne une 
representation si s = 0 et deux representations si s = 1 ,  ce q~ i i  prouve b), et 
c) rksulte de la Proposition 3, ii). 

Comme D = 1 (mod 4 )  ou D = 4 (mod 16) ou D = 8 (mod 32), le tableau 
de la Proposition 1 montre d). 

LERIME 5. Soif D un CjiScri~iinanf fel que D soif reprPsentnble 
cornme sornine de deux carres. Soif, cl'une parf, D = M 2  + N' ur7e repre- 
sentation de D et, d'aufre purr, une deconzposirion D = D I D z  en de1i.v 
facteurs D ,  > 0 et D, > 0 prenziers er~tre eux. Alors il esisfe un couple 
unique de re/~r~senfations D l  = a: + b : ,  D2 == a: + el un sigize 
0 = k 1 tels que 

DPmonstrafion. Nous supposerons Dl impair. Soient 1, et l2 le nombre 

des diviseurs premiers de D, et D2 respectivement. D'apres le Lemme 4 le 
nombre des reprksentations de D ,  est 2'1 I celui de D2 est 2 ' 1 ' .  Prenant u n  

7 9 

couple de reprksentations D l  = a: + h i ,  D2 = a; + b;  et un signe 0 = k 1 
IIOUS obtenons 

de 2'1 " ' 2  ' + I = 2" manieres differentes. 

Pour dkmontrer le Lemme 5 il suffit de montrel que nous obtenons ainsi 
les 2' I reprksentations de D, c'est-a-dire que nous avons bien des 1epr6- 
sentations de D au sens de la Definition 4 et qu'elles sont distinctes. 

Comme al = a> = 1 (mod 2) et que b 1  = 0 (mod 2) on voit que 
a ,  az - Oh1 b2 est impair. 

D'autre part, dans l'anneau Z [ i ] ,  on a 

(3.3) (a ,  + i b I )  (a2 t ;Oh2) = ( a I a 2  - Oh1 b2)  + i(o:bI + @a1 62) . 

Comme ni a l  + i b , ,  ni a2 + ib' n'a de diviseur rationnel et que 
(a: + b?,aS + 6 : )  = 1 on voit que (crla2 - 0 b 1 b 2 , n 2 b l  -t- 0 a 1 b 2 )  = 1, et donc 

que M = I ala: - Obl b2 1 ,  N = ) crzbl + Bulb2 lest une representation de D. I1 
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reste a demontrer que les 2"' representations ainsi obtenues sont distinctes. 
Supposons donc que l'on ait 

o h  ( a ; ,  b ; )  et (a; ,  b ; )  sont des representations de  Dl  et D2 respectivement. 

Ceci signifie que l 'une des quatre  egalites suivantes est vraie: 

(a ;  + i b ; )  (a; + i0 'b; )  
- ( a ;  + i b ; )  (a;+ i0 'b;)  

(a l  + ib , )  (a2 + iOb2) = 
( a ;  - i b ; )  (0;-  iO'b;) 

( - ( a ;  - i b ; )  (0 ; -  i0 'b ; )  

Les troisieme et quatrieme egalites ne peuvent pas Ftre verifiees car les deux 
membres n'ont pas les m h e s  facteurs irreductibles dans Z [ i ] .  O n  voit donc 
que al + i b l  et a ;  + i b ;  sont associes et, tenant compte des parites et 
des signes de  a l , b l , a ; , b ; ,  on a a l + i b l = a ; + i b ;  d'oh a 2 + i O b 2  
= f (a; + iO'bi) ce qui,  tenant compte des signes de  a2 ,  b 2 ,  a ; ,  b ; ,  montre 
que 0 = 0' et a2 + i0b2 = a; + f o b ; ,  et acheve la demonstration du 
Lemme 5. 

G r k e  a ce Lemme 5 nous pouvons obtenir le resultat le plus profond de 
ce travail : 

PROPOsITlON 4.  Soit D un discriminant tel que L'anneau OD 

contienne des ideaux primitifs s-vmetriques. Soit D = M 2  + N 2  une repre- 
sentation de D et D = 0, D2 une decomposition de D en deux,facteurs 
premiers entre eux. 

Soient D ,  = a Z  + b ' ,  D2 = C' + d 2  et 0 = k 1 les representations de 
Dl et Dl et le notrlbre 0 bien determines par le Lemme 5 tels que 
M =  a c - O b d I , ~ = I a d + O b c I .  Alors m = I a c t O b d , n = / a d O b c (  
est une representation de D,  et posant 

N M + 1  D 

2 ' 2 

(3.4) 
sr D = 1 (mod 4) , 

I = [ D l , l ~ ] ,  S = [ M , N + L D ] ,  S r = [ m , n + l  D ] ,  

si D = O  (mod4)  
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ou y est un nombre de 0, qui verifie 

(3.6) sgn N ( y )  = sgn (ab D2 - cd D l )  , 

Demonstrarion. Supposons D = 1 (mod 4). Alors on voit que 
- 

[ a d + b c , a c - b d + ~  D] [ad-bc ,ac+bd+L D l ,  si ac > b d ,  
(3.8) 4 S S 1 =  r 

[rrd + bc, bd - ac + 1 Dl [ad - be, ac + bd + L ' D ]  , si ac < bd . 

Considerant d'abord le cas ou uc > bd on trouve 

4SS' = ( cr2d2 - b'c2 ,  (ad + bc) (ac + bd + 1 D) , 
(3.9) - 

(ad - bc) (ac - bd + 1 D ) ,  a 2 c 2  - b 2 d 2  + D + 2acl D )  . 

. Posons 
- 

D , C + U /  D 
(3.10) 

~ , d + b l 5  Y '  = Y " = - p  
2 

, Y 1 , ~ ' ' E O n .  
2 

On verifie par un calcul aise que 

be)  (ac - 



278 F. HALTER-KOCH, P.  K4PLAN.  K. 5 .  WILLIAMS ET Y YAMAhlOTO 

si bien que l'on a 

Si ac < bd il suffit de changer le r61e des paires (a, c)  et (6,  d )  et I'on trouve 

Considerons maintenant I'ideal entier a~nbige sans diviseur rationnel 
J = ( y ' , y " , y ' , y r ' ) .  

La definition (3.10) de y' et y" rnontre que tout nornbre de J s'ecrit 

xD, + D 
ou x ,  y E Z avec x 5 y (mod 2),  donc tout entier rationnel de J 

2 
est multiple de D l .  D'autre part y' + y '  = cD1 et y" + y" = dDI appar- 
tiennent a J et aussi D L ,  donc N ( J )  - D l .  Mais, d'apres le Lemme 1, I est 
le seul ideal ambige sans diviseur rationnel de norme D l ,  donc J = I. 

On obtient (3.5) en posant y = y' si ac > bd, y = y" si ac < bd. Mais, 
d'apres (3.1 I ) ,  on voit que 

t sgn (bc - ad)  , si ac -- bd > 0 , 
sgn N ( Y )  = 

sgn (ad - bc)  , si ac - bd < 0 , 

ce qui signifie que 

sgn N ( y )  = sgn [(ac - bd)  (be - ad)] = sgn (abl)? - c d D I )  

ce qui est (3.6), et (3.7) se voit en comparant (3.8) et (3.12), ce qui acheve la 
demonstration quand D = 1 (mod 4) .  

Considerons maintenant le cas ou D = 0 (mod 4) .  La demonstration de 
(3.14) et (3.15) est semblable, il suffit de supprirner le facteur 4 dans (3.8), de 
permuter c et d, de supprimer les facteurs 2 des denominateurs de (3.10), et 
de rernplacer D par D si bien que (3.14) et (3.15) sont vraies avec 

(3.16) y r = D I d + a l  D ,  y U = D l c +  b 1 L ) .  

Ici aussi il faut montrer que J = ( y', y", y', y " )  est egal a I. On voit, 
comme plus haut, que tout entier rationnel de J e s t  multiple de D l ,  et aussi 
que 2 c D 1 ,  2dDl et (bd - ac)D1 sont dans J, ce qui, comnle (c, d )  = 1 ,  
n = c = 1 (mod 2) et bd = 0 (mod 2) prouve que N ( J )  = D l ,  et, d'aprks la 
Proposition 1 ,  prouve que J = I. La demonstration de (3.6) et (3.7) est la m&me 
que celle pour le cas D = 1 (mod 4)  ce qui acheve la demonstration de la 
Proposition 4. 
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$ 4 .  CLASSES AMBIGES 

Dkfinition 5. Une classe C d'ideaux d r  OD est arnbige si elle est egale a 
sa conjuguee C, c'est-a-dire si tout ideal I d e  C est equivalent a son 
conjuguk i. 

PROPOSITION 5. Les classes ainbiges primitives sont les ele'mer~ts 
d'ordre 2 du groupe CD des classes primitives d'ideaux de OD.  

DP~nonstrution. D'aprks [7] (Proposition 2, DCfi~iitions 3 et 4)  toute 
classe C du groupe CD des classes primitives verifie cc = 1,  donc C 2  = 1 si, 
et seulernent si, C = C ,  ce qu'il fallait demontrer. 

P R O P ~ S I T I O N  6. Une classe d'ideaux C de On est arnbige si, et 
seulernent si, sa pe'riode est fornzee de couples d'ideaux I = { c ,  b ,  a }  et - 
I = {a ,  b ,  c } .  

- 

D -  b 2  
DPtnonstration. Soit I = [ a . - +21 un ideal, c = - . On sait 

4a 

b + 1  D [ ] - [c ,  . 001ic la classe d r  I ([7], Corollary 2) que a, -- 

b + t d  
est ambige si, et seulement si, a, - 

b + l D  [ ] - [c.  . La ~ r o p o -  

sition 6 s'obtient en considerant les ideaux reduits de C. 

PROPOSITION 7. La classe d'un ideal syme'trique est ambige. 

est choisi d e  facon que a = c. D'aprcis [7], Corollaire 2, o n  voit que  

s - [a ,  - + I , ce qui prouve la Proposition 7 .  
2 

THEOREME 1. Soit C une classe alnbige prilnitive de On dont la 
pe'riode contient I icle'aux reduits primiti fs. 

Si N ( E ~ )  = - 1 le nornbre l est impair et la periode de C contient 
un icie'al arnbige er un ide'al synletrique. La nuiukroration des idkaux de la 
periode de C peur gtre choisie de fagon que ces ideaux soient respectivement 
I,, (ambige) et I , ,  , (symetrique). 

- 
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Si N ( E ~ )  = 1 le nombre I est pair et la periode de C corltient soit 
deus ideaux ambiges, soit deux idkau.~ syme'triques. La numerotation des 
ideau.~ de la pPriode de C peut Etre clzoisie de facon que ces deux idPrrux 
soient lo et I , .  

De'monstration. Nous considerons une classe arnbige dont la periode a 
pour longueur I ,  contenant les ideaux I. = { c ,  b ,  a }  et I,, = { a ,  b ,  c }  . Nous 
distinguons le cas a )  oh n est impair (n  = 2m + 1) et le cas 0) oh n est pair 
(n  = 2m). 

a )  On a I,, = { c ,  b ,  01,  I2,,,+ I = { a ,  b ,  e l .  
Tenant compte de ( 1 . 5 )  et (1.6) on trouve que 

l l c 1  I , , , + , = { A , B , C l  

ce qui prouve que A B et que I,,, = est un ideal anlbige. 

D'autre part 

11 = IO = { c , b , a I ,  I2in+1 = {a,b ,c1 . 
Donc, pour tout k  3 0  

I Q I ~ , ~ + I + L  = {R,Q,P}  . 

Si I est impair, I'equation I - k  = 2m + 1 + k  admet pour solution 
I -  I 

k = -  m ,  et on voit que l'ideal I l - k = I  I , I - { P , Q , P }  est 
2  171 + - 

7 

symetrique. Changeant la numerotation on voit que I. est ambige et I,, ,  
- 

symetrique. 

Si I est pair, l'equation I - k  = 2m + 1 + k + 1 admet pour solution 
I 

k  = - - m - 1 ,  done 12,, ,+L+, = I est un ideal ambige. Donc, changeant 
2  i l l  + - 

2 

la numerotation, I,, et I ,  sont des ideaux ambiges 

D) On a 

IO = { c ,  b , a }  , Iz,,, = { a ,  b , c )  . 
Tenant compte de ( 1 . 5 )  et (1.6) on voit que I,,, est un ideal symetrique. 
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En outre 

I  = I  = { c ,  a }  , IZn, = { a ,  b, c }  

donc, pour tout k  3 0,  

I , - i  = { P , Q , R I ,  I z , , , + k = { R , Q , P I .  

Si I est impair, I'equation 1 - k  = 2m + k  + 1 admet pour solution 
I -  1 

k = - -  rn ce qui montre que I'ideal I  , ~ est arnbige. 
2  11, + - 

Changeant la numerotation on  voit que I,, est ambige et I / + ,  symetrique. 
- 

2 
I 

Si I estpair, I'equation I - k = 2rn + k  admet pour solution k  - - - In, 
2  

donc l'ideal I  , est symetrique. Done, changeant la numerotation, on voit 
171 C -  

que I,, et I ,  sont symetriques. 
7 

En resume nous voyons que l'on peut choisir la numerotation dans la 
pkriode pour que: 

Si I est impair, I. est ambige, I , ,  , symetrique, - 

Si I est pair, I,, et I ,  sont ambiges, ou bien symetriques. 

I1 reste a montrer que la periode de C  ne contient pas d'autre ideal ambige 
o u  symetrique que ceux que nous venons de trouver. 

Si I ,  = { c ,  ka ,a}  et I, = { C ,  KA,  A } (0 < x <  1 )  sont ambiges, on  a 
I 

I , ,  = { A ,  K A ,  C }  et, d'apres (1.5) et (1.6), on a I,] = 12,, donc x  = - . 
2  

Si I. = { r ,  ka ,a}  est ambige et I ,  = { A ,  B , A  } (0 < x  < I )  est syrnetrique, 
on voit que I ,  = ( k  3 0 ) ,  donc I,, = j,,, donc I I  = & = 12, et 

I+ 1 
I ,  = I  I ,  donc s = ---- . 

2  

S I  = { A ,  B,  A  } et I ,  = { C ,  D, C }  sont syrnetriques (0 < x  < I), on voit 
1 

que I,, = IT ,  donc x = - 
2  

Pour achever la demonstration du Theoreme 1 il suffit de rernarquer que 
N ( E ~ )  = ( -  I ) ' .  
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COROI.I .AIRE 3 .  a) I1 existe des classes aml~iges ne cotitenant pas d'idPnl 
ainbige si, et seuleinent si, N(F")  = + 1 et D esf soinme de deux carrPs 
premiers enire eux. 

b) Le nombre de ces classes est egal 2 celzri des classes ambiges contencrnt 
deu.u ideaux anibiges. 

DCmonstration. Le Corollaire 3 est une consCquence immediate du 
Theoreme 1, de la Proposition 7 et du L e ~ n ~ n e  4, c) et d). 

Rei71nrque. La methode que nous avons utilisee pour etablir le 
Theoreme 1 est celle que Gauss utilise pour etudier les classes ambiges de 
formes quadratiques binaires ([l],  § 187) et, dans le cas ou D = 4p, p 
premier = 1 (mod 4), montrer que la pkriode de la classe principale permet de 
decomposer p en somme de deux carres car elle contient les formes symktriques 
i ax' + 2bxy + a.v2 oh p = a' + b 2  avec a = 1 (mod 2) ([I], § 165). 

Le Theoreme 1 lui-mEme, exprime dans le langage des formes quadratiques 
binaires, se trouve dans [4] (Theoreme 1, p. 172). 

Dans le cas oh D n'a pas de diviseur carre, le Corollaire 3 a)  est etabli d'une 
autre maniere dans [5] (Corollaire l ) ,  et est equivalent au Satz 107 du Bericht 
de Hilbert ([2]). 

Nous pouvons maintenant comparer modulo 4 la longueur de la periode 
d'une classe ambige non principale avec la longueur de la periode de la classe 
principale, en conibinant le Theoreme 1 avec les Propositions 2 et 4. Nous 

commenqons par le cas oh N(E") = - 1. 

THEOREME 2. Soit D un discriminani fel que N(E") = - 1, lo la 
longueur de la periode la classe principale. Soit C une classe ambige 
priinitive rloti principale d'ideal ambige I de irornze D l  [el que 
D = 0, D l ,  et d'ideal symetrique S associe d la reprPseniation (M, N )  
de D. Soieni a,  b ,  c ,  d les entiers posiiifs et S' I'ideal syme'triq~re 
dkfinis d partir de D, , M ei N conline duns la Proposition 4, el soit I la 
longueur de la periode de C. 

41ors I'idkal S' est principal, ef 

I = 1,) (mod 4) , si cdDl - ubDz > 0 
(4.1) 

I = I( ,  + 2 (mod 4) , si cdD, - abD2 < 0 . 

Demonstration. Comme les ideaux I et S sont equivalents, (3.5) montre 
que I'idCal S' est principal. 



Plus precisement, posant S = a 1  avec 1 < a < ED,  on  voit que 

S'  = (&) . D'autre part soit a, tel que 5' = (a,,) avec I < a,, C ELI. Le 

Lemme 3 montre que, en fait, 
- 

] D - ~ < ~ ~ < E D  

Comme ['ideal ambige I est reduit et non principal on a 1 < D, < D, 
- - - - 

(Proposition I),  ce qui entraine 1 D2 < I D - 1 si D = 1 (mod4) et 21 Dl  
- 

< I D - 1 si D = 0 (mod4).  Les definirions (3.10) et (3.15) dc y montrent 
que, comme D ,  < Dl ,  on a 

ce qui rnontre, comrne 1 < a < ED, qile 

Y YE0 
Comrne a. = --- (mod E,,) on voir que a ,  = - et, comme 

a Dl aD1 
N ( E I ~ )  = - 1, 

sgn (N(a)) = - sgn (N(a0)) sgn (N(Y)) 

ce qui, tenant compte de  (1.7), (3.6) er d ~ r  Tlleoreme 1, prouvc (4.1) et acheve 
la demonstration du Thkorkme 2. 

Nous considerons maintenant le cas oil N(E" ) = + 1, et nous com- 
mencons par traiter le cas ou D + O (mod 32). 

THEOREME 3. Soit U un discriniinanr lel clue D + 0 (mod 32) e/ 
N ( E ~ )  : + 1. 

a) Soit C lrne cla.r.re anlbige non principale prinlifive confenant cleus 
idealrx arnbiges I,] el I ,  de norine.r redzrifes respecfives D,, e f  Dl el 
soient d, 6 et dl Ies nonlbres bien defernlines fe1.r que 
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A lors 

I - l o  (mod 4) , si d o d , < \ D ,  
(4.2) 

I = l o + 2 ( r n o d 4 ) ,  si dodl > L  D .  

b) Soit I I'ide'al arnbige re'dliit principal et z ( I ) ,  de norme D ; ,  et 
D 

soit Di = . Soit C une classe ambige non principale contenant les 
D 1 

deux ideaux symPtriques S et S ' .  Alors S' s'obtient u partir de S 
er I par (3.4). De plus 

I = lo (mod 4) , si cdD; - abD; > 0 , 

I = lo + 2 (mod 4) , si cdD; - abD; < 0 . 

De'monstration. 

a) Nous appliquons la Proposition 2. Comrne I. f I ,  et I,, - I , ,  on voit 
que l'ideal J est z (1) et principal. 

Posant J = (ao) et I ,  = a[, ,  on trouve l'kgalite d'ideaux: 

ce qui, compte tenu de ce que N(1 D) = - D et N ( E ~ )  = + 1, prouve (4.2). 

b) Posant I = (a,,) et N(S) = s, la relation (3.5) implique 

Y - Y  S 1 = - a  oS = - aoBS 
D ; s  D ; s 2  

- M + L D  - 

ou, d'apres [7] Corollary 2, (3 = ou 0 = - N + 1 D suivant que 
2 

D = 1 ou D = 0 (mod 4), et donc N(P) < 0. Ceci, compte tenu de ce que 
N(E") = + 1 et de (3.6), prouve (4.3) et acheve la demonstration du 
Theoreme 3. 

Nous pouvons maintenant donner le resultat dont l'observation a ete le 
point de depart de ce travail. 

COROLLAIRE 4. Soit D = 89, ou q = p 5  avec p premier 
= 1 (mod 4) et s 3 1.  N y a deux classes ambiges, la classe principale Co 
et une autre C, et les longueurs de leurs periodes ve'rifient 
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D@'tnonstrrition. Les idkaux arnbiges prirnitifs reduits sont ( I )  et [ 2 , I z 2 q ]  
donc, avec les notations du ThCorerne 1 si N(E,Q) = - 1 et du Theorerne 2 si 
N(E")  = + l , o n a D l  = 2 = 1 ' +  1 2 e t D 2 =  q =  c 2  + d 2 0 u c e t d > O s o n t  
bier1 definis par c = 1 (mod 2),  si bien que ici 

cdDl - abDz = 2cd - (c' + d ' )  = - ( C  - d ) 2  < O 

ce qui, tenant cornpte de (4.1) si N(E,) = - 1 et de (4.3) si N ( E ~ )  -- + 1 
prouve (4.4). 

Maintenant nous etudions le cas ou D = O (mod 32). 

T H E O R E M E  4. Soit D un discriminant tel que D = 0 (mod 32). Soit 
C une classe atnbige non principale pritnitive contenant de1r.u ideaux atnbiges 
I. et I I  de nortnes rkiuites respectives Do et D l  et soient d ,  do et d l  
les nonlbres bien determinks tel .~ que 

Alors les classes tnodlrlo 4 de I et lo vkrifient 

Types de I. et I ,  

(Corollaire 2) 

du m@me type 

1 et 2, 3 et 4 

2 e r 3 ,  1 e t 4  

1 et 3 ,  2 et 4 

I = 1" (mod 4 )  ) I lo + 2 (mod 4)  

Demonstration. La demonstration du Theoreme 4 est semblable a la 

demonstration du Theorkme 3, a). 

COROLLAIRE 5. Soit D = 2'+?q avec t 3 3,  q = p C , p  pretnier 
iinpair, s >, 1 .  I1 y a deux classes atnbiges, la classe principale C,, et lrne 
autre C. On a 

(4.5) l = 1 0 ( r n o d 4 ) ,  si q < 2 ' - ?  o u s i  q > 2 ' .  

Demonstration. Le Corollaire 2 montre qu'il y a trois ideaux arnbiges 
primitifs reduits non principaux. 
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Si 2 ' - 2  < q < 2' le Corollaire 2 montre que ces ideaux sont [q,  1 D],  
- 

[ 4 , 2 +  1 Dl et [ 2 1 , 2 ' '  + 1 D ] .  Pour toute combinaison de  deux de  ces 
ideaux on verifie facilement que c'est la condition pour que I = lo + 2 (mod 4 )  
du Theoreme 4 qui est verifiee, ce qui prouye (4.6).  La  demonstration de (4 .5)  
est analogue. 

Remarque. Si D = 32q ( t  = 3 ) ,  (4 .5 )  est vrai pour q > 8 et (4.6) pour 
q = 3 , 5 , 7 .  

Exemple I (Corollaire 4). 

Pour terminer cette section nous donnons deux exemples numeriques, l'un 
du Theoreme 2 ou A'(&") = - 1 et I'autre du Theoreme 3 ou = + 1. 

I1 y a quatre classes ambiges, Co (principale), C , ,  Cz et C, et nous 
donnons pour chacune I'ideal ambige reduit, l'ideal symetrique et la longueur, 
obtenus par reduction ( [ 7 ] ,  5 5 ) .  

Nous verifions le Theoreme 2 pour la classe C 2 .  

D ,  = 25 = 3' + 4 ' ,  D2 = 17.29 = 13' + 18' - 3' + 22' 

On trouve q ~ l e  33 = 4.18 - 3.13. Donc rr = 3 ,  b = 4 ,  c = 13,  (1 = 18. 

Ensuite, changeant le signe, on  trouve 4.18 + 3.13 = I l l ,  .ce  qui montre 
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donc l2 = lo + 2 (mod 4) ,  ce qui est vrai. 

Exemple 3 (Thkorsme 3): 

D=5525=25.13.17,  N ( E ~ ) =  + 1 .  

Les quatre ideaux arnbiges riduits se ripartissent dans les deux classes Co 
(principale) et Cl  ainsi 

Verifions le Theorerne 3a) pour C I .  On a Do = 13, Dl = 17, donc 

do = 13, d l  = 17 et dodl > I/ D donc I ,  = lo + 2 (mod 4),  ce qui est vrai. 
Verifions le Thiorkme 3 b). On a 

D ; = 2 5 = 3 ' + 4 ' ,  DD;= 13.17=112+ 1 0 2 = 5 2 + 1 4 2 ,  

D = 4 1 2 +  62'= 732 + 142 = 712 + 222 = 7 2 +  7 4 2 ,  

et on trouve deux classes arnbiges contenant les ideaux syrnetriques: 
-- - 

On a donc a = 3, b = 4. 
Pour la classe C 2 ,  7  = 4.10 - 3.11 et 73 = 4.10 + 3.11, donc c = 11, 

d  = 10 et 

donc l2 = lo (mod 4),  ce qui est vrai. 
Pour la classe C 3 ,  41 = 4.14 - 3.5, 71 -4.14 + 3.5, donc c = 5, 

donc l3 = lo + 2 (rnod4), ce qui est vrai. 
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Cette demonstration n'utilise pas les Propositions 2  et 4. En revanche nous 
aurons besoin de la Proposition suivante, qui est une consequence immediate 
des resultats de [7] et du Theoreme 1 .  

PROPOSITION 7. Soir D un discriminant tel que N ( E ~ )  = - 1, C Une 
classe ambige primitive dont I'idPal ambige reduit est I de norme Dl et 

dont I'idPal sytnPtrique est S = [ R ,Q+:D] - , et soit a E K I  tel que 

Alors 

( 5 . 2 )  

DPtnonstration. Soit P la periode de C. Nous utilisons les notations du 
Theoreme 1 et de [7], ( 5 . 3 )  a ( 5 . 9 ,  et numerotons les idkaux de P de maniere 
que I = lo = { a  - , bo , ao} , S = IA = {aA - , bA , ah} avec ah - = a,. D'apres 
[7], ( 6 . 4 )  et ( 5 . 3 )  nous avons 

bk + L'D 
(Pk = p ( k  E Z) 

2ak 

Comme I, est un ideal symktrique on a b,+k = b,,_,, et a X l k  = aAik 
pour tout k E Z si bien que 

Utilisant ( 5 . 4 )  pour k = 1, ..., h - 1 dans ( 5 . 3 )  on trouve, comme 

O X  = ax-1, 
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A 
D'apres [7], (5.5) et Proposition 8, a = - cpl ... cpx verifie (5.1), si bien 

00 

7 a0 Q + l/'D que (5.5) s'kcrit EDQL = a -  - , ce qui, comme axcpk = - et a,, = D l  
ax 2 

prouve (5.2). 
Nous considerons maintenant un discriminant D = 1 (mod 4) tel que 

N ( E ~ )  = - 1.  On sait que, suivant le cas, E ~ D  = ED ou E;. D'autre part il 
existe un homomorphisme 0 du groupe C4D sur le groupe CD ([7], Theorem 1 )  

qui envoie la classe de I'idCal primitif [a, b + G I ,  oh ab = 1 (mod 2), sur 
-- 

la classe de [,"?I. a - Avec ces notations nous avons 

THEOREME 0 ([6], Theorem, [3], Theorem 5). Soit D = 1 (mod 4) un 
discriminant tel que N ( E ~ )  = - 1 ,  C une classe ambige primitive de 
discriminant 40.  Soit I la longueur de la pkriode de C er I' celle de 
la pPriode de 0 (C). Alors 

1 F 1' (mod 4) , si E ~ D  = E; , 
I = 1' + 2 (mod 4) , si E ~ D  = ED . 

DPrnonstration. Nous considerons une classe primitive ambige C de 04D 
et son image 0(C) par l'homomorphisme 0 de C4D sur CD. 

,~- 
La periode de C contient l'ideal ambige lo = [a, VD] oh, d'apres la 

Proposition 1, a = 1 (mod 2), a ( D et a < 1/D. Comme I. = [a, a + f ~ ]  la 

[ , a +lfD] , qui est ambige et rkduit car classe 0(C) contient I'idCal Jo = a - 

a ( D et a < 1/5. L'ideal Jo est donc 19idCal ambige rCduit de 0(C). 

D'autre part la pCriode de C contient I'idCal symktrique I;i = [M, N + VD] 
oh D =  M 2  + N 2  avec M s  1 (mod2) et (M,N)  = 1. On voit que 

I* = [M, ( M  + N) + LID] et, comme M + N = 1 (mod 2), I'idCal 
- 

J =  [ M, e s t u n i d h l d e 0 ( C ) .  O r o n a  
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Donc, d'apres [7], Corollary 2, 

Mais, comme 0(C) est une classe ambige, J - [; , *] , donc l'ideal 

[: + fi] est l'ideal s y m i i q u e  J,, de 0(C). 
' 2 

Posant Ik  = aIo avec 1 < a ,< E~~ et J ,  = (35, avec 1 < (3 6 ED nous 
trouvons d'apres (5.2) 

- 

3 Notant que EOD = ED ou E~ et que 

nous obtenons, en prenant la racine carrCe de nombres reels positifs, 

Comme la norme N ( M  + :+ I I D )  = > 0 et N(ED) = - I on voit que 

N(ab)  > 0, c'est-a-dire h = p (mod 2), si, et seulement si, = E;, ce qui 
demontre le ThCoreme 0. 

Remarque. Ce qui, dans cette dkmonstration, joue le r61e de la 
Proposition 4 est 1'CgalitC (5.6). 

On peut demontrer de maniere analogue (4.1) a partir de (3.7) et (5.2), sans 
utiliser (3 .9 ,  apr6.s avoir montrk que S' est principal de la maniere suivante: 

Nous supposons D = 0 (mod 4), le cas D = 1 (mod 4) est analogue. Avec 
les notations de la Proposition 4 et du Theoreme 2 on ecrit (5.2) pour la 
classe C et pour la classe principale respectivement. 
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et &,(n +I/o> = a : .  

Multipliant et tenant compte de (3.7) on obtient 

Comme tous les nombres intervenant dans (5.7) sont positifs, on a 

ce qui, au vu de (3.6), donne (4.1) en comparant les signes des normes des deux 
membres. 
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