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摘要 本文考虑多参与者 Markov决策过程框架下的平均场对策问题.每个参与者具有连续状态与二

值控制. 通过主动控制参与者状态达到一个重置点. 所有参与者由它们的成本函数耦合. 若所考虑的

平均场对策有解, 个体策略的结构可通过门限策略刻画. 本文进一步引进对策的稳态方程, 并在正外

部性条件下分析其解的唯一性.
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1 引言

平均场对策论研究涉及大量非合作参与者的随机决策问题, 在系统中每一个体的作用非常微弱,

但它们作为一个整体能产生重大的影响.这个理论为降低策略分析和设计的复杂性提供了一个强有力

的方法. 借助考虑一个无穷多参与者的辅助模型, 分析者可以使用具有一致性的平均场逼近, 为现实

中的众多但有限的参与者构造出分布式策略, 并进一步证明其 ϵ-Nash 均衡性质 [1–3]. 文献 [4] 独立提

出了非常类似的方法. 另一相关的解的概念称作 oblivious 均衡, 适用于 Markov 决策模型 [5]. 当模型

由非线性扩散过程描述时 (参见文献 [3, 4, 6]), 平均场对策的分析所依赖的工具包括 Hamilton-Jacobi-

Bellman (HJB) 方程、Fokker-Planck 方程和 McKean-Vlasov 方程. 在随机分析框架下, 更多文献可参

见文献 [7,8]. 文献 [9–12] 研究了所谓的混合参与者模型, 其中的平均场作用涉及一个有重大影响的参

与者. 对于平均场对策论的概述, 读者可参见文献 [9, 13,14].

平均场对策在许多领域有着广泛应用, 包括电力系统 [15]、大群体电动汽车充电控制 [16,17]、经济

和金融 [18–20]、随机增长理论 [21]、有生物背景的振荡子对策 [22].

本文研究一类多参与者 Markov 决策过程 (MDP) 框架下的平均场对策问题. MDP 形式的动态

对策这一经典领域由 Shapley 开创, 并将其称为随机对策 [23,24]. 基于 MDP 的平均场对策, 参见文

献 [5, 18, 25]. 本文中的参与者具有连续状态空间和二值行动空间, 并通过成本函数耦合. 状态用于衡
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量风险水平,如无主动控制,其数值会随机增长. 参与者的单步成本依赖于自身状态、控制和群体平均

状态. 自然而然, 参与者的成本是其状态的增函数. 这一建模框架受到实际应用问题的启发, 后者包括

网络安全投资对策和流感疫苗接种对策 [26–29]. 当成本函数也是群体平均状态的增函数时, 它反映了

正外部性.

本文考虑有限时间区间上的对策, 门限策略是求解这一平均场对策模型时得到的有趣结果. 我们

随后研究了相关不动点问题有解的条件. 在进一步的分析中, 我们处理对策的稳态方程并在正外部性

条件下分析解的唯一性.

虽然平均场对策为降低策略设计的复杂性提供了一个强有力的体系, 但是, 除线性二次 (LQ) 情

形计算较为简单外 (参见文献 [1, 30–32]), 一般非线性系统中的策略往往只能被间接确定, 缺少简单形

式, 其数值解计算仍需很大的工作量. 本文目标之一是, 发展一个合适的建模框架使得解具有相对简

单的结构.

本文结构如下: 第 2 节引入有关的 Markov 决策过程框架; 第 3 节给出门限策略形式的最优响应;

第 4 节建立一个 ϵ-Nash 均衡结果; 第 5 节分析平均场方程组的解的存在性; 第 6 节引入稳态方程并

分析解的唯一性; 第 7 节总结全文.

2 Markov 决策模型

2.1 系统动态

所考虑系统包括 N 个参与者, 表示为 Ai, 1 6 i 6 N . 在时刻 t ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .}, 记 Ai 的状态
为 xit, 行动为 ait.

为简便起见, 我们考虑一群对称的参与者. 每位参与者具有状态空间 S = [0, 1]. S 中的值可解释

为风险程度. 所有参与者具有同一个行动空间 A = {a0, a1}, 其中 a0 表示不行动, a1 表示采取主动措

施.系统中每位参与者的状态演化可描述为一个 Markov决策过程，并且只受自身行动的影响.以 B(I)
表示区间 I 上的 Borel σ- 代数.

当 t > 0 且 x ∈ S, 参与者的状态具有如下转移核:

P (xit+1 ∈ B | xit = x, ait = a0) = Q0(B | x), (2.1)

P (xit+1 = 0 | xit = x, ait = a1) = 1, (2.2)

其中 Q0(B | x) 是一个随机核, B ∈ B(S), 且 Q0([0, x) | x) = 0. Q0 的结构表明, 对给定的 xit = x,

ait = a0, 状态转移到 [x, 1] 中. 也就是说, 如果没有主动控制, 那么参与者的状态将会变差. 以下称

ait = a1 为重置行动, 0 ∈ S 为重置点.

向量过程 (x1t , . . . , x
N
t ) 构成了一个高维受控 Markov 过程, 其转移核有如下乘积测度形式:

P (xit ∈ Bi, i = 1, . . . , N | xit = x[i], ait = a[i], i = 1, . . . , N) =

N∏
i=1

P (xit ∈ Bi | xit = x[i], ait = a[i]),

其中 Bi ∈ B(S), x[i] ∈ S, a[i] ∈ A. 此乘积测度表明这 N 个受控 Markov 过程具有独立转移.

2.2 个体成本

定义群体平均状态 x
(N)
t = 1

N

∑N
i=1 x

i
t. Ai 的单步成本为
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c(xit, x
(N)
t , ait) = R(xit, x

(N)
t ) + γ1{ait=a1},

其中 γ > 0, γ1{ait=a1} 是措施成本. 函数 R > 0 定义在 S × S 上, 用以度量风险相关的成本. 对

0 < T <∞ 和折扣因子 ρ ∈ (0, 1), 定义以下成本函数:

Ji = E

T∑
t=0

ρtc(xit, x
(N)
t , ait), 1 6 i 6 N. (2.3)

我们引入以下假定:

(A1) {xi0, i > 1} 是独立同分布的随机变量, 取值于 S 且 Exi0 = m0.

(A2) R(x, z) 是 S × S 上的连续函数. 对给定的 z, R(·, z) 是严格增函数.

(A3)存在取值于 S 的随机变量 ξ,使得 Q0(· | x)等于随机变量 x+(1−x)ξ 的分布.另外, P (ξ = 1)

< 1.

ξ 的分布函数记为 Fξ. 为非平凡起见, (A3) 中假定 P (ξ = 1) < 1.

我们给出一些引进 (A3) 的原因. 对 S = [0, 1], 可称 1 − x 为距离最大状态 1 的状态裕量. 记

mi
t = 1− xit, 若给定 mi

t 及 ait = 0,则状态裕量衰减至 mi
t+1 = mi

t(1− ξit),其中 ξit 与 ξ 同分布.换言之,

若无主动控制, 则状态裕量会指数衰减.

例 1 实验室中有 N 台互相连接的计算机 Mi (1 6 i 6 N) 分别分配给了 N 个主用户 Ui

(1 6 i 6 N), 每台机器可能会偶然由其他成员使用, 以方便提供特有资源. 机器 Mi 具有不适性状态

xit ∈ [0, 1], 日常的使用或接触潜在的恶意软件都会随机地加重不适性. 用户 Ui 可在 Mi 上采取维护

行动 a1 (如安装或更新安全软件, 扫描和清理存储设备, 释放存储空间等) 来使机器恢复到理想状态

xit = 0. Ui 的单步成本为 R(xit, x
(N)
t ) + γ1{ait=a1}, 其中对 x

(N)
t 的依赖是由于机器共用和来自其他机

器的可能威胁. 我们将以上模型称为实验室伙伴对策.

3 平均场极限模型

3.1 最优控制问题

本节假定 (A1)–(A3) 成立. 记序列 (bs, . . . , bt) (s 6 t) 为 bs,t. 设 xit 由 (2.1) 和 (2.2) 给出, 并以确

定值 zt 逼近 (2.3) 中的 x
(N)
t . 定义

J̄i(z0,T , a
i
0,T ) = E

T∑
t=0

ρtc(xit, zt, a
i
t).

若 ait(x) 是由 S 到 A 的映射, 则称 ait 为纯 Markov 策略. 我们称 ait 是带有参数 r ∈ [0, 1] 的门限

策略, 如果当 x > r 时, ait(x) = 1; 当 x < r 时, ait(x) = 0. 以上形式给出反馈策略. 以下分析将确定最

优策略的形式.

3.2 动态规划方程

记 ais,t = (ais, . . . , a
i
t), s 6 t. 取定序列 z0,T , 其中 zt ∈ [0, 1]. 对 0 6 s 6 T 和 x ∈ S, 定义

J̄i(s, x, z0,T , a
i
s,T ) = E

[ T∑
t=s

ρt−sc(xit, zt, a
i
t)

∣∣∣∣ xis = x

]
.
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值函数定义为 V (t, x) = infait,T J̄i(t, x, z0,T , a
i
t,T ),其中 ai0,T 选自于 Markov策略集. 动态规划方程

取以下形式: 
V (t, x) = min

ait

[c(x, zt, a
i
t) + ρE[V (t+ 1, xit+1) | xit = x]],

V (T, x) = R(x, zT ), 0 6 t < T.

(3.1)

(3.1) 等价于V (t, x) = min

[
ρ

∫ 1

0

V (t+ 1, y)Q0(dy | x) +R(x, zt), ρV (t+ 1, 0) +R(x, zt) + γ

]
,

V (T, x) = R(x, zT ), 0 6 t < T.

(3.2)

记

Gt(x) =

∫ 1

0

V (t, y)Q0(dy | x), 0 6 t 6 T. (3.3)

引理 1 对每个 0 6 t 6 T , V (t, x) 在 S 上连续.

证明 我们用归纳法证明. V (T, x) 是 x ∈ S 的连续函数. 假定对 0 < k 6 T , V (k, x) 关于 x 连

续. 由条件 (A3),

Gk(x) =

∫ 1

0

V (k, x+ (1− x)y)dFξ(y) =
∫ 1

0

V (k, (1− y)x+ y)dFξ(y), (3.4)

结合以上归纳假设即可得到 ρGk(x) 是关于 x 连续的.

注意到 R(x, zk−1)关于 x连续.另一方面, 若 g1(x)和 g2(x)在 [0, 1]上连续,则 min{g1(x), g2(x)}
关于 x 连续. 由 (3.2) 可知, V (k − 1, x) 关于 x 连续.

通过归纳得出, 对所有的 0 6 t 6 T , V (t, x) 关于 x 连续.

引理 2 对每个 0 6 t 6 T , V (t, x) 在 S 上是严格增的.

证明 对 t = T , 当 x1 < x2 时, V (T, x1) < V (t, x2). 假定对 0 < k 6 T ,

V (k, x1) < V (k, x2), 其中 x1 < x2. (3.5)

对 0 6 x1 < x2 6 1,

R(x1, zk−1) < R(x2, zk−1).

由 (3.4) 和 (3.5), 有

ρGk(x1) +R(x1, zk−1) < ρGk(x2) +R(x2, zk−1).

对 α1 < α2 和 β1 < β2, 有 min{α1, β1} < min{α2, β2}. 取

αi = ρGk(xi) +R(xi, zk−1), βi = ρV (k, 1) +R(xi, zk−1) + γ,

可得 V (k − 1, x1) < V (k − 1, x2). 通过归纳得出, 对所有 0 6 t 6 T , V (t, x) 是严格增的.

引理 3 Gt(x) 关于 x 连续且是严格增的.

证明 本引理由引理 1、2、(3.4) 和 (A3) 中 P (ξ = 1) < 1 得出.
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引理 4 对 t 6 T − 1, 若

ρGt+1(0) < ρV (t+ 1, 0) + γ < ρGt+1(1), (3.6)

则存在唯一 x∗ ∈ (0, 1) 使得 ρGt+1(x
∗) = ρV (t+ 1, 0) + γ.

证明 由引理 3 和中值定理即可得证.

定理 1 当 t = T 时, 定义 aiT = 0. 当 t 6 T − 1 时, 定义策略 ait(x) 如下:

(1) 若 ρGt+1(1) 6 ρV (t+ 1, 0) + γ, 则对所有 x ∈ S, 取 ait(x) = 0.

(2) 若 ρGt+1(0) > ρV (t+ 1, 0) + γ, 则对所有 x ∈ S, 取 ait(x) = 1.

(3) 若 (3.6) 成立, 则取 ait 为门限策略, 其参数 x∗ 由引理 4 给出.

则 ai0,T 是一个最优策略.

证明 容易看出 aiT = 0 是最优的. 考虑 t 6 T − 1, 由引理 3 和 4, 可验证当 ait 按 (1)–(3) 选取

时, (3.2) 中最小值可达到.

4 平均场对策的解

本节假定 (A1)–(A3) 成立. 为得到平均场对策的解, 我们引进以下方程组:
V (t, x) = min

[
ρ

∫ 1

0

V (t+ 1, y)Q0(dy | x) +R(x, zt), ρV (t+ 1, 0) +R(x, zt) + γ

]
, 06 t<T,

V (T, x) = R(x, zT ),

zt = Exit, 0 6 t 6 T.

(4.1)

由 (A1), z0 = m0. 对 (4.1), 我们求解 (ẑ0,T , â
i
0T ) 使得 {xit, 0 6 t 6 T} 由 {âit(x), 0 6 t 6 T} 产生, 其中

后者满足取 z0,T = ẑ0,T 后定理 1 的规则. 最后一个方程是平均场对策中标准的一致性条件.

考虑由 (2.1)–(2.3) 决定的 N 个参与者的对策. 记

a−i0,T = (a10,T , . . . , a
i−1
0,T , a

i+1
0,T , . . . , a

N
0,T ), Ji = Ji(a

i
0,T , a

−i
0,T ).

为进行性能估计, 我们考虑 ait 在策略空间 Ut 中的摄动, 其中 Ut 包括所有依赖 (x1t , . . . , x
N
t ) 的

Markov 策略.

定义 1 一组含 N 个参与者的策略 {ai0,T , 1 6 i 6 N}, 被称为相对于成本 {Ji, 1 6 i 6 N} 的一
个 ϵ-Nash 均衡, 其中 ϵ > 0, 如果对任意 1 6 i 6 N 和任何 bi0,T ∈

∏T
t=0 Ut, 有

Ji(a
i
0,T , a

−i
0,T ) 6 Ji(b

i
0,T , a

−i
0,T ) + ϵ.

定理 2 假定 (4.1) 具有解 (ẑ0,T , â
i
0,T ), 则 (â10,T , . . . , â

N
0,T ) 是一个 ϵ-Nash 均衡, 即

Ji(â
i
0,T , â

−i
0,T )− ϵ 6 inf

ai0,T

Ji(a
i
0,T , â

−i
0,T ) 6 Ji(â

i
0,T , â

−i
0,T ),

其中 ai0,T ∈
∏T
t=0 Ut, 且当 N →∞ 时 ϵ→ 0.

证明 对 (ai0,T , â
−i
0,T ), 记相应的状态为 xit 和 x̂jt , j ̸= i, 则

lim
N→∞

max
06t6T

|z(N)
t − ẑt| = 0, a.s. (4.2)
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其中 z
(N)
t = 1

N (
∑
j ̸=i x̂

j
t + xit). 记

ϵ1,N = sup
ai0,T

|Ji(ai0,T , â−i0,T )− J̄i(ẑ0,T , a
i
0,T )|.

由 (4.2), 可得 limN→∞ ϵ1,N = 0. 进一步有

Ji(a
i
0,T , â

−i
0,T ) = J̄i(ẑ0,T , a

i
0,T ) + Ji(a

i
0,T , â

−i
0,T )− J̄i(ẑ0,T , a

i
0,T )

> J̄i(ẑ0,T , a
i
0,T )− ϵ1,N > J̄i(ẑ0,T , â

i
0,T )− ϵ1,N .

另一方面, 记 ϵ2,N = |Ji(âi0,T , â
−i
0,T )− J̄i(ẑ0,T , âi0,T )|, 则 limN→∞ ϵ2,N = 0. 于是,

Ji(a
i
0,T , â

−i
0,T ) > Ji(â

i
0,T , â

−i
0,T )− (ϵ1,N + ϵ2,N ).

取 ϵ = ϵ1,N + ϵ2,N , 则定理得证.

5 存在性结果

记 Zm0

T = {z0,T | z0 = m0, zt ∈ [0, 1] 对 1 6 t 6 T}, 引进以下假设:

(H1) ξ 具有概率密度函数 fξ.

(H2)考虑具有成本函数 J̄i(z0,T , a
i
0,T ) = E

∑T
t=0 ρ

tc(xit, zt, a
i
t)的最优控制问题.对任意 z0,T ∈ Zm0

T ,

存在 c > 0 使得最优策略对所有 x ∈ [0, c] 和 0 6 t 6 T 满足 ait(x) = 0.

我们称 (H2) 为这一族最优控制问题的一致正门限条件. 它意味着当一个参与者的状态取小值时,

措施成本超过主动控制进一步降低风险所带来的额外收益. 以上对 z0,T 一致成立.

定义 S 上的概率测度集 P0 如下: ν ∈ P0 当且仅当若存在常数 cν > 0 和 [0, 1] 上的可测函数

g(x) > 0 使得

ν(B) =

∫
B

g(x)dx+ cν1B(0),

其中 B ∈ B(S), 1B 是 B 的示性函数. 当限制在 (0, 1] 上时, ν 相对于 Lebesgue 测度 µLeb 是绝对连

续的.

本节假设 (A1)–(A3)、(H1) 和 (H2) 成立, 且 xi0 的分布为 µ0 ∈ P0.

对给定的 z0,T ∈ Zm0

T , 最优控制下的状态 xit 具有分布 µt. 定义 wt =
∫ 1

0
xµt(dx) 和由 [0, 1]T 到

[0, 1]T 的映射 Φ:

(w1, . . . , wT ) = Φ(z1, . . . , zT ).

引理 5 Φ 是连续的.

证明 取定 z0,T ∈ Zm0

T , 记最优策略为 ai0,T , 状态过程为 xit. 取 z′0,T ∈ Z
m0

T , 记相应的最优策略

为 bi0,T , 状态过程为 yit, x
i
t 和 yit 的分布分别为 µt 和 µ′

t, 此处 µ0 = µ′
0. 由引理 7 和 8, µt 和 µ′

t 属于

P0. 以上使得当门限参数经历小摄动时, µt 的摄动也很小. 由引理 9 和 10, 我们首先得出

lim
z′0,T→z0,T

sup
B∈B(S)

|µ1(B)− µ′
1(B)| = 0.

重复估计, 进一步得

lim
z′0,T→z0,T

sup
B∈B(S)

|µt(B)− µ′
t(B)| = 0, 0 6 t 6 T.
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于是,

lim
z′0,T→z0,T

∫ 1

0

xµ′
t(dx) =

∫ 1

0

xµt(dx), 0 6 t 6 T.

连续性得证.

定理 3 (4.1) 存在一个解 (âi0,T , ẑ0,T ).

证明 由引理 5 和 Brouwer 不动点定理即可得证.

6 稳态方程

6.1 稳态形式

假定 (A1)–(A3) 成立. 本节引进 (4.1) 的稳态形式. 取 z ∈ S. 值函数不依赖时间, 故可记为 V (x).

动态规划方程变为

V (x) = min
ai

[c(x, z, ai) + ρE[V (xit+1) | xit = x]],

以上给出

V (x) = min

[
ρ

∫ 1

0

V (y)Q0(dy | x) +R(x, z), ρV (0) +R(x, z) + γ

]
. (6.1)

我们引入另一个方程

z =

∫ 1

0

xπ(dx), (6.2)

其中 π 是概率测度. 我们称 (ẑ, âi, π̂) 为 (6.1) 和 (6.2) 的稳态解, 如果 (i) 反馈策略 âi 是相对于 (6.1)

中 ẑ 的最优响应; (ii) 在策略 âi 下, {xit, t > 0} 具有稳态分布 π̂; (iii) (ẑ, π̂) 满足 (6.2).

方程组 (6.1) 和 (6.2) 有如下解释. 在有限时间区间问题中, 让 T 趋于 ∞. 如果这一族解 (标记上

不同的 T 取值) 能趋于稳态, 对非常大的 t, 可预计 V (t, x) 和 zt 会几乎不随时间变化. 以上启发我们

引进 (6.1) 和 (6.2) 作为 (4.1) 的稳态形式.

6.2 带一般 z 的值函数

考虑一般 z ∈ S, 未必同时满足 (6.1) 和 (6.2). 记 G(x) =
∫ 1

0
V (y)Q0(dy | x).

引理 6 (1) 方程 (6.1) 具有唯一解 V ∈ C([0, 1],R).
(2) V 是严格增的.

(3) 最优策略可确定如下:

(i) 若 ρG(1) 6 ρV (0) + γ, ai(x) ≡ 0;

(ii) 若 ρG(0) > ρV (0) + γ, ai(x) ≡ 1;

(iii) 若 ρG(0) < ρV (0) + γ < ρG(1), 则存在唯一 x∗ ∈ (0, 1) 且 ai 是带参数 x∗ 的门限策略.

证明 (1) 可由不动点方法证得. 为了证明 (2), 定义动态规划算子

(Lg)(x) = min

[
ρ

∫ 1

0

g(y)Q0(dy | x) +R(x, z), ρg(0) +R(x, z) + γ

]
.

当 k > 0 和 g0 = 0, 定义 gk+1 = Lgk. 由归纳法可证, gk 在 [0, 1] 上是增函数. 由于 ∥V − gk∥ → 0, V

递增. 由 (6.1), 可得 V 是严格增的. 故 (2) 得证. 易证 G(x) 是严格增的, 进一步可得到 (3).
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对给定的 z, 引理 6 给出了最优策略的结构. 若找到的最优策略是 ai(x) ≡ 0, 我们将其记为带有

参数 θ(z) = 1+ 的门限策略. 否则, 它是带有参数 θ(z) ∈ [0, 1] 的一般门限策略.

6.3 给定门限策略下的稳态分布

假定 ai 是具有参数 θ ∈ (0, 1) 的门限策略. 记 {xi,θt , t > 0} 为相应的状态过程, 这是一个 Markov

过程. 给定 xi,θ0 = x ∈ S, 令 B(S) 上的概率测度 P t(x, ·) 为 xi,θt 的分布.

我们引入关于 ξ 的进一步条件.

(A4) ξ 有概率密度函数 fξ(x), 且在 S 上, 有 fξ(x) > 0 a.e.

定理 4 对 θ ∈ (0, 1), {xi,θt , t > 0} 是一致遍历的且具有稳态概率分布 πθ, 即对常数 K > 0 和

r ∈ (0, 1), 有

sup
x∈S
∥P t(x, ·)− πθ∥ 6 Krt, (6.3)

其中 ∥ · ∥ 是符号测度的全变差范数.

定理 4 的证明见附录 B.

6.4 比较定理

记 z(θ) =
∫ 1

0
xπθ(dx). 我们有以下关于单调性的第一个比较定理.

定理 5 z(θ1) 6 z(θ2), 其中 0 < θ1 < θ2 < 1.

定理 5 的证明见附录 D.

在进一步分析中,我们考虑 R具备乘积形式 R(x, z) = R1(x)R2(z),其中 R仍满足 (A2),且 R1 > 0,

R2 > 0. 进一步假定:

(A5) R2 > 0 在 S 上严格增.

以上假定反映了正外部性, 因为每一个个体会从群体平均状态减少当中受益. 这一条件在唯一性

分析中有重要作用.

给定了 R 的乘积形式后, (6.1) 取以下形式:

V (x) =min

[
ρ

∫ 1

0

V (y)Q0(dy | x) +R1(x)R2(z), ρV (0) +R1(x)R2(z) + γ

]
.

考虑 0 6 z2 < z1 6 1 和

Vl(x) =min

[
ρ

∫ 1

0

Vl(y)Q0(dy | x) +R1(x)R2(zl), ρVl(0) +R1(x)R2(zl) + γ

]
. (6.4)

将 (6.4) 的最优策略表示为具备参数 θl 的门限策略, 其中 θl ∈ [0, 1] 或取为 1+. 以下给出关于不同平

均场参数下, 门限参数的第二个比较定理.

定理 6 (6.4) 中的 θ1 和 θ2 由以下方式确定:

(1) 若 θ1 = 0, 则 θ2 ∈ [0, 1] 或 θ2 = 1+.

(2) 若 θ1 ∈ (0, 1), 则 (i) θ2 ∈ (θ1, 1), 或 (ii) θ2 = 1, 或 (iii) θ2 = 1+.

(3) 若 θ1 = 1, 则 θ2 = 1+.

(4) 若 θ1 = 1+, 则 θ2 = 1+.

证明 因为 R2(z1) > R2(z2) > 0, 可在 (6.4) 两边除以 R2(zl), 并记 γl =
γ

R2(zl)
, 则 0 < γ1 < γ2.

动态规划方程归结为 (C.1). 从而, 最优策略由引理 14 确定.
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6.5 唯一性

所求解 (z, ai, π) 将限制于解集 C, 其中 z ∈ S, ai 是带参数 θ ∈ [0, 1] 或 θ = 1+ 的门限策略.

定理 7 假设 (A1)–(A5) 成立, 其中 R(x, z) = R1(x)R2(z), 则方程组 (6.1) 和 (6.2) 在 C 中至多
有一个解.

证明 假定存在两个不同的解

(z1, a
i, π) ̸= (z2, b

i, ν). (6.5)

若 z1 = z2, 则 (6.1) 保证了 ai = bi, 从而 π = ν. 以上与两个不同解矛盾. 现在假定

0 6 z2 < z1 6 1. (6.6)

我们考察定理 6 中所列各情节. 若 θ1 ∈ (0, 1), θ2 ∈ (θ1, 1), 则定理 5 表明 z1 6 z2, 与 (6.6) 矛盾. 对其

他情形, 易得 z1 6 z2, 同样与 (6.6) 矛盾. 因此, 所假设的 (6.5) 不成立. 唯一性得证.

7 结论

本文在多参与者 Markov 决策过程框架下考虑平均场对策. 每个参与者具有单调成本函数, 可对

其状态过程采取重置控制. 本文得到分布式门限策略, 进一步研究了此平均场对策的稳态方程及正外

部性条件下解的唯一性.
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附录 A 用于第 5 节的一些引理

令 X 为具有分布 ν ∈ P0 的随机变量. 取 xit = X. 通过取 ait ≡ 0, 定义 Y0 = xit+1. 通过取带参数

r ∈ (0, 1) 的门限策略 ait, 进一步定义 Y1 = xit+1, 则

P (Y0 ∈ B) =

∫ 1

0

Q0(B | x)ν(dx), B ∈ B(S). (A.1)

引理 7 Y0 的分布属于 P0.

证明 我们可直接得到 Y0 的概率密度函数如下:

g(y) =

∫
0<x<y

1

1− x
fξ

(
y − x
1− x

)
ν(dx), y ∈ (0, 1).

此情形下, P (Y0 = 0) = 0.

引理 8 Y1 的分布属于 P0.

证明 显然 P (Y1 = 0) = P (X > r). 限制在 (0, 1] 上, Y1 的分布相对于 µLeb 绝对连续. 记

g(y) =

∫
0<x<y∧r

1

1− x
fξ

(
y − x
1− x

)
ν(dx),
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则对 B ∈ B(S),

P (Y1 ∈ B) =

∫
B

g(y)dy + P (X > r)1B(0).

引理得证.

令 z0,T ∈ Zm0

T 取固定值, 记相应的最优策略为 ai0,T . 取另一序列 z′0,T ∈ Z
m0

T , 记相应的最优策略

为 bi0,T . 定义 d(z′0,T , z0,T ) =
∑T
k=1 |z′k − zk|. 记 z′0,T → z0,T , 如果 d(z′0,T , z0,T )→ 0. 取定 t 6 T − 1. 基

于 (H2), 我们考虑两种情形.

情形 A ait(x) = 0 对所有 x ∈ S.
引理 9 对于情形 A, 当 d(z′0,T , z0,T ) 充分小时, 我们有

(1) 对所有 x ∈ S 有 bit(x) = 0, 或

(2)存在 r′ ∈ (0, 1)使得 bit 是带参数 r′ 的门限策略.进一步,若 r′ 存在,当 z′0,T → z0,T 时, r′ → 1.

证明 当 z′0,T ∈ Z
m0

T 用于 (H2) 中最优控制问题时, 记值函数为 V ′(t, x). 定义 G′
t(x) 以代替

Gt(x), 则 G′
t(x) 是连续且严格增的. 由于 V 连续依赖于 z0,T , 当 z′0,T → z0,T 时, supx∈S |V ′(t, x)

−V (t, x)| → 0. 我们只须考虑以下两种情形:

情形 1 ρGt+1(1) < ρV (t+ 1, 0) + γ.

对所有使得 d(z′0,T , z0,T ) 充分小的 z′0,T , 我们同样有

ρG′
t+1(1) < ρV ′(t+ 1, 0) + γ, (A.2)

则 bit(x) = 0 对所有 x ∈ S. 因此 (1) 成立.

情形 2 ρGt+1(1) = ρV (t+ 1, 0) + γ.

取定任意 0 < ϵ < 1, 则

ρGt+1(1− ϵ) < ρV (t+ 1, 0) + γ. (A.3)

取小值 δ > 0 和任意 z′0,T ∈ Z
m0

T 使得 d(z′0,T , z0,T ) 6 δ. 对此 z′0,T , 如果 ρG′
t+1(1) 6 ρV ′(t + 1, 0) + γ,

取 bit(x) = 0, 对所有 x ∈ S. 如果对充分小的 δ, z′0,T 导致

ρG′
t+1(1) > ρV ′(t+ 1, 0) + γ, (A.4)

则可找到 r′ ∈ (0, 1) 使得

ρG′
t+1(r

′) = ρV ′(t+ 1, 0) + γ,

以上进一步确定 bit 为具有参数 r′ 的门限策略. 我们论证以上 r′ 存在. 对充分小的 δ, 由 (A.3),

ρG′
t+1(1− ϵ) < ρV ′(t+ 1, 0) + γ.

于是, 只要 (A.4) 成立, 对所有小值 δ, 都能找到 r′ ∈ (1− ϵ, 1).
由于 ϵ ∈ (0, 1) 可以任取, 可知当 z′0,T → z0,T 时 r′ → 1.

情形 B 存在 r ∈ (0, 1) 使得 ait 是带参数 r 的门限策略.

引理 10 对于情形 B, 当 d(z′0,T , z0,T ) 充分小时, bit 是带参数 r′ ∈ (0, 1) 的门限策略, 且当 z′0,T

→ z0,T 时, r′ → r.
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证明 我们有 ρGt+1(r) = ρV (t+ 1, 0) + γ. 固定小值 ϵ > 0, 则

ρGt+1(r − ϵ) < ρV (t+ 1, 0) + γ, ρGt+1(r + ϵ) > ρV (t+ 1, 0) + γ.

对充分小的 δ > 0 和使得 d(z′0,T , z0,T ) 6 δ 的 z′0,T , 我们有

ρG′
t+1(r − ϵ) < ρV ′(t+ 1, 0) + γ, ρG′

t+1(r + ϵ) > ρV ′(t+ 1, 0) + γ.

可找到唯一的 r′ ∈ (r − ϵ, r + ϵ) 使得

ρG′
t+1(r

′) = ρV ′(t+ 1, 0) + γ,

其中 r′ 依赖于 z′0,T . 相应地, 这可得到带参数 r′ 的门限策略 bit. 由于 ϵ 可任意小, 引理得证.

附录 B 定理 4 的证明

考虑 0 < θ < 1. 不可约、非周期和小集的定义可参见文献 [33]. 令 δx 为在 x ∈ R 的 dirac 测度.

记 φ := δ0, 于是对 B ∈ B(S), δ0(B) = 1B(0).

在本附录中, 为简化符号, 记 xt := xi,θt .

引理 11 {xt, t > 0} 是 φ- 不可约的.

证明 可直接验证

P (x2 = 0 | x0 = x) > 0, x ∈ [0, θ),

P (x1 = 0 | x0 = x) = 1, x ∈ [θ, 1].

通过设 x0 的分布为 dirac 测度 δx 可计算得到以上概率. 以上表明 {xt, t > 0} 是 φ- 不可约的.

引理 12 {xt, t > 0} 是非周期的.

证明 定义 Cs = {0}. 记 ϵ0 =
∫ 1

θ
fξ(y)dy > 0 和测度 ν = ϵ0δ0, 则

P (x2 = 0 | x0 = 0) > P (x2 = 0, x1 > θ | x0 = 0)

= P (x1 > θ | x0 = 0)

= ϵ0.

对任意 B ∈ B(S), 可得

P (x2 ∈ B | x0 = 0) > ν(B). (B.1)

于是, 可取 Cs 为小集, 且 ν(Cs) = ϵ0. 对 x0 = 0 ∈ Cs, 进一步考察

P (x3 = 0 | x0 = 0) > P (x3 = 0, x2 > θ, x1 < θ | x0 = 0)

= P (x2 > θ, x1 < θ | x0 = 0).

令 ξ1、ξ2 和 ξ 为独立同分布的随机变量, 则

P (x2 > θ, x1 < θ | x0 = 0) = P (ξ1 + (1− ξ1)ξ2 > θ, ξ1 < θ)
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> P (ξ2 > θ, ξ1 < θ).

于是,

P (x3 = 0 | x0 = 0) >
∫ θ

0

fξ(y)dy

∫ 1

θ

fξ(y)dy. (B.2)

记 ϵ1 =
∫ θ
0
fξ(y)dy, 则对任意 B ∈ B(S),

P (x3 ∈ B | x0 = 0) > ϵ1ν(B). (B.3)

由于 (B.1) 和 (B.3) 中的时间指标 2 和 3 具有最大公约数 1, 因此, {xt, t > 0} 是非周期的 (参见文

献 [33, 第 112–114 页]).

Markov 过程 {xt, t > 0} 满足 Doeblin 条件, 如果存在 B(S) 上的概率测度 ϕ 和 ϵ < 1, η > 0,

m > 0, 使得 ϕ(B) > ϵ 蕴含

inf
x∈S

P (xm ∈ B | x0 = x) > η.

引理 13 Doeblin 条件对 {xt, t > 0} 成立.

证明 取 ϕ = δ0, 这种情形下, ϕ(B) > 0 蕴含 0 ∈ B. 只需证明

inf
x∈S

P (x4 = 0 | x0 = x) > η.

对 x ∈ [θ, 1],

P (x4 = 0 | x0 = x) > P (x4 = 0, x3 > θ, x2 < θ, x1 = 0 | x0 = x)

= P (x3 = 0, x2 > θ, x1 < θ | x0 = 0)

= P (x2 > θ, x1 < θ | x0 = 0)

> ϵ0ϵ1. (B.4)

令 ξ 和 ξk (k = 1, 2, 3) 为独立同分布的随机变量. 对 x ∈ [0, θ),

P (x4 = 0 | x0 = x) > P (x4 = 0, x3 > θ, x2 = 0, x1 > θ | x0 = x)

= P (x3 > θ, x2 = 0, x1 > θ | x0 = x)

= P (ξ3 > θ)P (x2 = 0, x1 > θ | x0 = x)

= P (ξ3 > θ)P (x+ (1− x)ξ1 > θ)

> P (ξ3 > θ)P (ξ1 > θ) = ϵ20. (B.5)

由 (B.4) 和 (B.5) 可知, 取 ϵ = 1
2 , m = 4, η = ϵ20ϵ1 > 0, Doeblin 条件成立.

定理 4的证明 因为 {xt, t > 0}是非周期的且满足Doeblin条件,由文献 [33,定理 16.0.2]知, (6.3)

成立.

附录 C 一个最优控制引理

考虑 0 < γ1 < γ2 和动态规划方程

vl(x) = min

{
ρ

∫ 1

0

vl(y)Q0(dy | x) +R1(x), ρvl(0) +R1(x) + γl

}
, l = 1, 2, x ∈ S. (C.1)
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记最优策略为 al(x). 若 ρ
∫ 1

0
vl(y)Q0(dy | 1) < ρvl(0) + γl, 则 al(x) ≡ 0, 我们形式上记其为带参数

θl = 1+ 的门限策略. 否则, al(x) 是带参数 θl ∈ [0, 1] 的门限策略, 即若 x > θl, 则 al(x) = 1; 若 x < θl,

则 al(x) = 0.

引理 14 (1) 若 θ1 = 0, 则 θ2 ∈ [0, 1] 或者 θ2 = 1+.

(2) 若 θ1 ∈ (0, 1), 则 (i) θ2 ∈ (θ1, 1), 或者 (ii) θ2 = 1, 或者 (iii) θ2 = 1+.

(3) 若 θ1 = 1, 则 θ2 = 1+.

(4) 若 θ1 = 1+, 则 θ2 = 1+.

证明 每一种情形都可通过 (C.1) 来证明. 这里我们只证明 (2). 注意到 vl 在 [0, 1] 上连续且严

格增. 记 gl(x) =
∫ 1

0
vl(y)Q0(dy | x), 则 gl 严格增. 通过连续逼近方法 (类似引理 6 中的证明), 可得到

v1 6 v2 6 v1 + δ21,

其中 δ21 = γ2 − γ1. 以上得出
g1 6 g2 6 g1 + δ21.

我们有 ρg1(θ1) = ρg1(0) + γ1, 因 0 < ρ < 1, 可得 ρg2(θ1) < ρg2(0) + γ2.

如果 ρg2(1) > ρg2(0)+ γ2,则存在唯一的 θ2 ∈ (θ1, 1)使得 ρg2(θ2) = ρv2(0)+ γ2,从而得到情形 (i)

中的门限参数. 情形 (ii) 和 (iii) 可类似考察.

附录 D 定理 5 的证明

我们将结合折扣消除法和动态规划方程给出证明. 对 Markov 过程 {xi,θt , t > 0}, 定义值函数

vθα(x) = E

[ ∞∑
t=0

αtxi,θt

∣∣∣∣ xi,θ0 = x

]
,

其中 x ∈ S, α ∈ (0, 1), 则 vθα 满足动态规划方程

vθα(x) = x+ αE[vθα(x
i,θ
1 ) | xi,θ0 = x].

上式给出

vθα(x) =

x+ α

∫ 1

0

vθα(x+ (1− x)y)dFξ(y), x < θ,

x+ αvθα(0), x > θ.

(D.1)

我们在函数集 B[0, 1] 中求解 vθα, 其中 B[0, 1] 由 [0, 1] 上的有界 Borel 可测函数构成. 对 w ∈ B[0, 1],

定义范数 ∥w∥ = sup06x61 |w(x)|. 以上值函数有界. 另外, 由随机核 Q0 的可测性知 vθα 是 Borel 可

测的.

引理 15 vθα 是 (D.1) 在 B[0, 1] 中的唯一解.

证明 定义算子

(Lθw)(x) =

x+ α

∫ 1

0

w(x+ (1− x)y)dFξ(y), x < θ,

x+ αw(0), x > θ,

(D.2)
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其中 w ∈ B[0, 1], 则 Lθ 是由 B[0, 1] 到自身且是压缩的, 因而具有唯一不动点.

定义 B[0, 1] 中的一个序列: w0 = x, wk+1 = Lθwk, k > 0, 其中 θ ∈ (0, 1).

引理 16 对每个 k > 0,

(1) wk 6 wk+1;

(2) wk(x) 在 S 上严格增.

证明 (1) 可由归纳法得证. 我们用归纳法证明 (2). 它对 k = 0 成立. 假定 wk 是严格增的. 通

过考虑 0 6 x1 < x2 6 θ 或 θ 6 x1 < x2 6 1, 我们利用 (D.2) 得到 wk+1(x1) < wk+1(x2). 因此, wk+1

关于 x 严格增.

引理 17 若 0 6 x1 < x2 6 1, 则 vθα(x1) < vθα(x2).

证明 由引理 15 的证明, limk→∞ ∥wk − vθα∥ = 0. 由引理 16 已得到 wk 严格增, 因此,

vθα(x1) 6 vθα(x2), 对 x1 < x2.

结合上式与 (D.1) 右端, 则可得 vθα(x1) < vθα(x2).

考虑 0 < θ1 < θ2 < 1, 再定义值函数 vθ1α (x) 和 vθ2α (x), x ∈ S. 对 l = 1, 2, 定义 B[0, 1] 中的序列如

下: wθl0 = x, wθlk+1 = Lθlwθlk , k > 0, 则

lim
k→∞

∥wθlk − v
θl
α ∥ = 0. (D.3)

引理 18 对每个 x ∈ S, wθ1k (x) 6 wθ2k (x).

证明 我们有如下表示:

wθ1k+1(x) =


x+ αwθ1k (0), θ2 6 x 6 1,

x+ αwθ1k (0), θ1 6 x < θ2,

x+ α

∫ 1

0

wθ1k (x+ (1− x)y)dFξ(y), 0 6 x < θ1,

(D.4)

wθ2k+1(x) =



x+ αwθ2k (0), θ2 6 x 6 1,

x+ α

∫ 1

0

wθ2k (x+ (1− x)y)dFξ(y), θ1 6 x < θ2,

x+ α

∫ 1

0

wθ2k (x+ (1− x)y)dFξ(y), 0 6 x < θ1.

(D.5)

下面用归纳法证明. 对 k = 0, 引理成立. 假设引理对 k > 0 成立, 即

wθ1k (x) 6 wθ2k (x), x ∈ S.

我们继续考察 k + 1 的情形. 根据 x 分为 3 种情形.

(i) θ2 6 x 6 1. 由 (D.4) 和 (D.5) 可得 wθ1k+1(x) 6 wθ2k+1(x).

(ii) θ1 6 x < θ2. 因 wθ1k 严格增, 则 wθ1k (0) 6 wθ1k (x+ (1− x)y), 对任意 x, y ∈ S. 由归纳假设知,

wθ1k (x+ (1− x)y) 6 wθ2k (x+ (1− x)y), (D.6)

可得

wθ1k+1(x) = x+ α

∫ 1

0

wθ1k (0)dFξ(y) 6 x+ α

∫ 1

0

wθ2k (x+ (1− x)y)dFξ(y).
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于是, wθ1k+1(x) 6 wθ2k+1(x).

(iii) 0 6 x < θ1. 由 (D.4)–(D.6) 得 wθ1k+1(x) 6 wθ2k+1(x).

结合 (i)–(iii), 可断定引理对 k + 1 成立. 证毕.

引理 19 对 0 < θ1 < θ2 < 1, vθ1α (x) 6 vθ2α (x), 其中 x ∈ S.
证明 由引理 18 和 (D.3), 本引理即得证.

定理 5 的证明 由 {xi,θt , t > 0}的遍历性,可得到 z(θl) = limα↑1(1−α)vθlα (x),其右端不依赖于 x.

引理 19 蕴含 z(θ1) 6 z(θ2).
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