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CYCLES D'ORDRE AU MOINS 16 DANS LE DEUX GROUPE DES CLASSES

D'IDEAUX AU SENS STRICT DE CORPS QUADRATIQUES

par Pierre KAPLAN et Kenneth S, WILLIAMS

§ 1.- Introduction.

Les corps quadratiques que nous considérons dans ce travail sont des corps
quadratiques dont le deux groupe des classes d'idéaux au sens strict a un
4-rang r, et un8-rang r, €gaux a 1.

Soit donc K = Q(vn) , o0 m n'a pas de diviseur carré, un tel corps
quadratique, D son discriminant. On sait que le deux groupe des classes d'idéaux
au sens strict de. K est isomorphe au deux groupe C, du groupe des classes
de formes quadratidues binaires [a,b,c] = aX® +bXY +cY? de discriminant
b? -4ac = 4m (déterminant 3;-—ac =m) , positives si m< O .

Pour obtenir des conditions pour que le 16 rang r . soit égal a 1
nous allons raisonner comme dans le travail [ 3], pages 315-317 et [ 4] § 1,

dont nous reprenons les notations & partir d'ici, et auquel nous référons, en
particulier & la proposition 1 de [ 4]. I1 existe un caractére générique ey
(cf. [31, p. 316, ¢, a), ey # 1, tel que les caractéres des classes ambigués
soient exactement ceux vérifiant ey = 1.

Si m<0, soit h la forme ambigué simple du genre principal distincte
de la forme unité f = [1,0,-m]'. Comme r, =1, une des racines carrées h'
de h est dans le genre principal, et r =1 si, et seulement si, ev(h") =1
o h" désigne une racine carrée de h' . Nous déterminerons une forme h' ,
et nous pourrons évaluer ev(h") comme ev(r) ol r est un entier premier &
2m tel que r? soit représenté par h' .

Dans le cas o0 m > 0 , soient h ,h, et h, Tles formes ambigués simples
du genre principal distinctes de f , et h; ,h; ,h; des racines carrées de ces
formes, appartenant au genre principal. De telles formes existent car r, = 1.
Soient h} ,h) ,h} des racines carrées de ces formes. Alors
ev(hr).ev(h;).ev(h;) =1 et r =1 si,et seulement si, ev(hr) = ev(h;) =
ev(hg) =13 sinon r, =0 et la forme hi appartenant a la classe unité est
celle telle que ev(hg) = 1 . Ici nous pourrons déterminer les formes h% , et,

pour deux d'entre elles, évaluer ev(hg) = eV(ri) ol rﬁ est représenté par h% .
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Dans certains cas, (par exemple m=pq , p=1 (mod 8) , q = -1 (mod 4)) ,

nous ne pourrons évaluer qu'un seul nombre ev(hg) » donc nous n'obtiendrons
qu'un critére partiel. I1 convient de noter que si i1 &tait possible de calculer
les trois ev(h?) on obtiendrait une loi de réciprocité octique analogue a la

loi de réciprocité biquadratique rationnelle.

Dans Tle paragraphe 2 nous déterminerons les formes h' , dans le paragraphe
3 nous préciserons les types de corps que nous considérons et déterminons le
caractére ey correspondant. Le paragraphe 4 contient les résultats les plus
importants de ce travail, & savoir 1'évaluation du caractére ev(h”) (théorémes
1 et 2). Les paragraphes 5 et 6 suivants sont consacrés aux applications, res-
pectivement aux corps imaginaires et réels. En particulier nous retrouvons, sous
une forme généralisée et simplifiée tous les résultats obtenus par cette méthode
dans les articles [ 5], [ 6] et [ 7] pour le cas od r, =1,

§ 2.- Détermination d'une forme d'ordre 4 et d'une forme d'ordre 8.

Dans cette section nous ne supposons pas que r, =1 , mais nous supposons
seulement r, > r, > ry > 1 . Nous désignerons par P et Q deux entiers tels

P>0,PQ=m et tels que la classe de la forme ambigué

(2.1) h= (P00 ou b= [2p,2p,250]

soit une puissance quatriéme dans le groupe des classes de discriminant 4m .
Nous poserons A =1 dans le premier cas et A = 2 dans le second cas, qui ne
peut se produire que si m = -1 (mod 4) .

Soit h' une racine carrée de h qui soit dans le genre principal. La forme

h' représente proprement des nombres Z = 1 (mod 4) . En effet ou bien
x-1 x-1
(-1)_7_ est parmi les caractéres génériques, et Z =1 (mod 4) ; ou bien (—1)_?_

ne fait pas partie des caractéres génériques, et on sait (cf. [ 11, § 229) qu'une
Z-

forme de discriminant 4m représente des nombres Z donnant i (-1)_?—. la
Z-1
valeur 1 et des nombres Z donnant a (—1)_?- la valeur -1 . On en déduit que
1'équation
(2.2) AZ2 = PX? - QY2

a des solutions en entiers rationnels vérifiant :
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(X,¥) =1 ,X>0,Z=1(mod4) ,Z>0 si m<0,
(2.3)

e(Z) = 1 pour tous les caractéres génériques,
Soient alors X et u tels que

(2.4) O AX-uY =1,
X u

Appliquant la substitution linéaire de matrice ( ) d la forme [P,0,-Q]

on obtient 1'identité Yo
(2.5) | P(XE+un)? - Q(YE+An)? = AZ?*g2 + 2bEn +cn?
avec

(2.6) b=PXu-QYA , c=Pu22Qr2 .

Tenant compte de (2.2), (2.4) et (2.6) i1 vient
(2.7) bY = AAZZ -pX , bX = AuZ? -qY .

L'equation (2.5) signifie que les formes [P,0,-Q] et [AZ2,2b,c] sont
équivalentes, donc

[P,0,-Q] ~ [AZ,2b,2C] [Z,2b,AZc]
~ {A,2b,22C) [Z,2b,AZc]? .

Composant avec la forme ambigué [A,2b,Z?C] on trouve
h = [Z,2b,AZc]? .

La forme h' = [Z,2b,AZc] est donc 1a forme d'ordre 4 cherchée ; elle est dans
le genre principal donc i1 existe des entiers x,y et r tels que

(2.8) r? = Zx% + 2bxy + AZcy?
avec
(2.9) (x,y) = (r,2ZcPQ) = 1 ,

Ce nombre r est représenté par une racine quatriéme h" de la forme h , et
nous voulons déterminer la valeur de ev(r) en fonction de P ,Q,X,Y et Z.
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Nous terminons cette section par quelques propriétés des nombres introduits

Jusqu'ici.
montrent que 1 = (bey> = (-2xyXYP) .

Les équations (2.7) et (2.8) 7 vi
Comme P >0 , et que Z =1 (mod 4) donne la valeur 1 aux caractéres génériques,
on a (;) = <%) =1 d'ol

' Xx\ _ (-2yY\ . [Yx\ _ [-2yX
(2.10) (%)- ) s (5)- (%)
D'autre part, multipliant 1'équation (2.8) par AZ on a
(2,11) AZr? = AZ%x? +2bxyAZ + c(AZy)? .

Appliquant 1'identité (2.5) & (2.11) avec £ = x , n = AZy 11 vient

(2.12) AZr? = PS? -QT?
avec
(2.13) S = Xx+uAZy , T = Yx+MAZy ,

X u
Comme, d'aprés (2.9), on a (x,AZy) =1 et que det( > = 1 on voit que
Y A

(2.14) (S,T) = (S,AqZr) = (T,ApZr) = 1 .

Dans le cas ol D> 0 , c'est-a-dire Q > 0 , nous aurons besoin d'une relation
entre les signes de X ,Z et Ty :

Lemme : S Q>0 et X est choisi > 0, on ne peut avoir & la fois Ty > 0
et Z<0.

Pour montrer ce lemme nous calculons 2QTy . On a, d'aprés (2.13) et (2.6)
2QTy = 2Q(Yx+AAZy)y = 2AQAZy? + 2xy(AuZ?-bX) .

Remplagons 2bxy par sa valeur tirée de (2.8). IT1 vient :
2QTy = Zo(x,y) - Xr?

od o(x,y) est la forme quadratique en x et y définie par

O(X,y) = Xx? + 2AuZxy + (2AQA+AcX)y? .



Le discriminant de o(x,y) est 4A avec

A = A?127? - X(2AQM+AcX)
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Remplacant AZ? par PX?-QY2 et ¢ par pu?-gr? et utilisant deux fois le
fait que AX-pY =1 on trouve facilement A = ~AQ < 0 ce qui montre que la

forme o(x,y) est définie positive, Donc, si Q>0 et

on ne peut avoir & la fois Ty >0 et Z <0 .

X choisi > 0 , alors

Corollaire : Définissons les trois nombres a ,8 ,y =+l par

-1 si T et Z<0 -1 si Z et y<O0
(2.15) a = s, B =

+1 sinon +1 sinon

Alors pour m>0 et X>0 ona:

(2.16) oBy = 1.

Remarque : S1 m<0 ,a=8=y =1 ,car Z>0,

§ 3.- Détermination du caractére ey -

Dans toute la suite de ce travail P désignera un

pas de diviseur congru & 3 modulo 4,

Nous allons maintenant décrire les cas ol notre méthode s'applique.

Proposition 1 : On suppose m = PQ , avec Q = 1 (mod 4)

toute la classe ambigué vérifie

» Y = sgn Z .

nombre positif n'ayant

si P#1 (mod 8) .

Si la forme ambigué [P,0,-Q] est dans le genre principal, alors r > 1 et

Proposition 2 : On suppose m = -s , avec s =1 (mod 8) , s >0 tel que tous

les facteurs premiers de s soient congrus @ 1 modulo 4, Alors

classe ambigué A vérifie

r, > 1 et toute
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Corollaire : Si r =1 alors V =P dans le cas de 1a proposition 1 et V =2

dans celui de la proposition 2.

Démonstrations : Pour démontrer la proposition 2 i1 suffit de remarquer que,

quelle que soit la décomposition -m=P'Q' ,P'>0,Q'>0 ona
P'EQ'E—P%—Q—El(mole)

et que la forme ambigué [2,2,1+PQ] est dans le genre principal.

I1 reste & prouver la proposition 1,
Considérons d'abord le cas o0 P est impair. Les classes ambigués contiennent
des formes a =+ [P'Q',0,P"Q") , avec

PIP" = P . QIQII = Q , P‘! > 0 , PII > 0

et, dans le cas o Q = 3 (mod 4) , Te composé de a avec la forme

b, = [2’2,1%;Q} » pour Taquelle eP(bo) = (%) =1, Calculons eP(a) . On a

ep(e) = () 50) = () - () -

Changeant &ventuellement les notations on peut supposer Q' =1 (mod 2) et

[@)F) - @) - @) -

1 puisque [P,0,-Q] est dans le genre principal.

I

ep(a)

() (49)

Considérons maintenant le cas o P = 2P

, » P, étant impair,
Alors, par hypothése, Q = 1 (mod 4) , donc, puisque la forme (2p,,0,-Q1 est
dans le genre principal, Q = 1 (mod 8) . Une classe ambigué& contient une forme
a==+[2P'Q',0,-P"Q"] avec

P'P"=P , QQ"=0Q , P' et P'>0,

On trouve alors, comme (EQTﬁ- =1:

e2p(®) = () (PN = ()F)) - ()

JCCRCRY
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§ 4.- Evaluation du caractére ey Ppour une forme d'ordre 8,

A partir d'ici nous supposons que r, =r, =1 . Nous démontrons ici les
résultats les plus importants de ce travail,

Théoréme 1 : Soit m = PQ une décomposition de m telle que Q = 1 (mod 4)
si P # 1 (mod 8) . On suppose que la forme ambigué h = [P,0,-Q] est une
puissance quatriéme. Alors 1'éguation Z2 = PX? -QY? a des solutions vérifiant
(2.3). Pour toute telle solution, toute racine quatriéme h" de h vérifie

s si X est impair,
(4.1) ep(h") = <%>“<§é_) avec X' =

| ><

» S1 X est pair.
Remarque : Si X est pair alors P =1 (mod 8) , Q = 3 (mod 4) .

Theoréme 2 : Soit m = -PQ ol P et Q>0 , ol tous Tes facteurs premiers de
m sont congrus a 1 modulo 4 et o PQ =1 (mod 8) . On suppose que la forme
h=1[P,0,0] oubien h= [ZP,ZP,E%Q~ est une puissance quatriéme et 1'on pose
A =1 dans le premier cas, A = 2 dans le deuxiéme,

Alors 1'équation AZ® = PX*+QY? a des solutions satisfaisant & (2.3) et pour
toute telle solution toute racine quatriéme h" de h vérifie

(4.2) e, (h") = epg(h") = (%)u@?) .

Démonstrations : Pour ces deux théorémes nous allons montrer, sans faire d'hypo-

thése sur les valeurs de r, et de r, , qu'il existe une racine quatriéme h"
de h satisfaisant & (4.1) ou (4.2). D'aprés [ 4], proposition 1, cela suffit

pour démontrer Tes théorémes 1 et 2,

Démonstration du théoréme 1 :
a) Cas od P =1 (mod 4). Posons Y=2"Y, ,T=2"T ,y=2"'y o0 Y =T =y =1 (mod 2) .
Nous partons des deux équations

(4.3) 72 = PX® -QY¥Y%2 ; ZIr* = PS? -QT2.

De Ta premiére de ces équations nous déduisons

-3)-(B0-@0®-0.07
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Comme P =1 (mod 8) si Q estpairona k=1 si X est impair et
P =5 (mod 8) donc :

(4.4) <%) =¢g avec € =1 si X est impair, e = <%> si X est pair.
u

Ceci étant la deuxiéme équation (4.3) nous donne

o (RO

Appliquant 1a loi de réciprocité quadratique et les é&quations (2.12), (2.15),
(2.19) i1 vient successivement

@-0"F-0"®-0"E -G - @O
UROICRONGICSREON
(@ @O R

Tenant compte de (2.7) et de (2.15) on obtient

I OREOR

Maintenant nous distinguons quatre cas suivant les parités de X et de T .

1) X impair et T pair, ce qui est toujours le cas si Q=1 ou 2 (mod 4)
Ici € =1 ; de plus, si (%> # (%> , o0 alors Q est impair,ona n=1 et
de plus, si Z =5 (mod 8) Jles équations (4.3 ) montrent que T # Y (mod 4)
donc, comme T = Yx+AZy , y =2 (mod 4) et n' =1,

Tenant compte de tout ceci on trouve

®- 6.3

ce qui démontre le théoréme 1 pour P =1 (mod 4) , Q=1 ou 2 (mod 4) .

2) X et T impairs,
Ici =1, n=n'"=0 donc on obtient

(7) - GLED) -



3) X pair et T impair,

Ici e = %- s N =0, et coome pu et S = Xx+uly

est pair et que S-X =y (mod 4) ,
L'équation (4.6) s'écrit donc

P\Z\ 2\ 2%
76, -0 &)
Les &quations (4.3 ) nous donnent

Z-1

P(S%-X*) (mod 8)

ce qui montre que n' =1 si, et seulement

®-3.0-

4) X et T pairs.

b) Cas ol P = 2P' avec P'

Ici € = (% , n' - 0 , et la congruence Z
(—) # (—) si, et seulement si, n=1,

H-0.07E"®

ce qui démontre le théoréme 1 dans le cas ol
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sont pairs on voit que y

5 (mod 8) donc

= P-QT? (mod 8) montre que

7)

1 (mod 8) , Q = 3 (mod 4) .

1 (mod 4) , @ =1 (mod 4) .

Comme les formes [2P',0,-Q] et [Z,b,Zc] sont dans le genre principal on a

Z=0Q=1 (mod 8) . Ici nous partons des deux équations

(4.7) 7% = 2P'X%? -QY* , ZIr? = 2P'S?-QT% .

Utilisant 1a premiére nous obtenons

@) B0 -

),

la derniére égalité étant la traduction de la congruence

1 = 2P'-QY? (mod 16) .
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De méme considérant la deuxiéme équation (4.7) modulo 16 et modulo P on a :

# - @0 5 ) - F.E.E

d'ol résulte, en multipliant et en appliquant la loi de réciprocité quadratique,

7)< (LELENF - (L) -

IT nous reste a calculer (;) . On trouve successivement

(5) - (5) = o) = o) = (2 = (8) - ()

n
Q
»
=

=y
N ><

i
TN
oI~
N—
£
TN
&
—
2]
c+
[o¥]
O
=
(Ds
<
o
—
o
o
[0}
3
(o]
3
(7]
o+
S
[«
+
et
o
3
o
[y
ot
=
90}
je]
-
D
3
(0]
——

ce qui montre que eP(r)

Démonstration du théoréme 2 :

Dans Tes deux cas nous obtenons 1'équation (2.2) sous la forme
(4.8) AZ? = PX2 + QY2

ou X,Y,Z satisfont aux conditions (2.3). En particulier Z est positif et
=1 (mod 4) . Le nombre r satisfait a

(2.8) r2 = Ix2 +2bxy + AZcy?
Ici nous multiplions par Z pour obtenir
(4.9) Ir? = S +PQy? avec S = Zx+by .

Les nombres S = 2nS1 et y-= 2ryl » 00 S, et y sont impairs, sont de

parités différentes, et on voit que n+r =1 si, et seulement si, Z = 5 (mod 8) .

Calculons e,(r) = ePQ(r) . Utilisant la loi de réciprocité quadratique et les

) - (')

équations (4.9), (2.6) et (2.8) i1 vient successivement
enir) (45, = () = () - () - () - () - ()G

@) - @EM - 0@ - @

ce qui achéve de démontrer le théoréme 2.
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§ 5.- Applications aux corps quadratiques imaginaires.

Dans toute la suite de ce travail p,p', ... 5P, sP, s.+. 3P e dési-
gneront des nombres premiers =1 (mod 4) , 9,9" s+t 50, 5G, 5+« 59
des nombres premiers = 3 (mod 4) .

o

Quand m < 0 nous poserons m = -s , avec s >0 .
Du théoréme 1 nous déduisons le critére

Critére 1 : Soit Q(vV~s) un corps quadratique imaginaire tel que r =r, =1

et tel que la forme ambigué simple du genre principal soit [P,0,Q] , avec

PQ=s, ol P>0 n'est divisible par aucun nombre premier congru & 3 modulo 4
et ol Q=1 (mod 4) si P# 1 (mod8) .

Alors 1'équation Z? = PX*>+QY* a des solutions ol (X,Y) =1 o0 Z> 0 donne
la valeur 1 & tous les caractéres génériques et oii Z =1 (mod 4) . Pour toute
telle solution '

(5.1) ro=1 e (%>u<3§l>

ot X' =X si X est impair, X' = é— si X est pair,

Ce critére s'applique en particulier aux cas suivants :

s = 2p, <o P ol Py = 1 (mod 4) ,

les P; sont non résidus quadratiques les uns des autres etol n=1,2
ol un nombre impair >3 , avec P =p, ...P, > Q =2 donc X est impair et
= 1 (mod 8) . On sait alors que r, =1 ,et r =1 si, et seulement si,
%)“ =1 . Si 1'on remarque que P = U?-2V> on retrouve le critére, démontré
ans [ 61 pour le cas n =1, & savoir :

(5.2) r =1 = (%)u .

B) s =2p, ...p,q avec p; = -q

1 (mod 8) , (;%) = <:%> =-1,et n=20

=1,P=2,etona r =1

(alors s =2q) , 1 ou un nombre pair, Alors r 6

N
si, et seulement si %-E 1 (mod 16) . ([ 31, proposition Bg).

Le critére 1 donne une condition pour que r . =1, que 1'on peut particulariser
en remarquant que ;-= Uz -2v? , od (cf. [ 61, p. 205) 1'on peut choisir

U=1 (mod 16) , d'oli Te critére démontré pour n = 0 dans [61] :

ro=1 e (%) =1,
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P.

«v.P.q avec (—3) =1, (—l) =-1,n=1,2 ouun nombre impair.
n Pj pj

Alors r,=1,P=p coe Py s Q=-9=1(mod 4) , r, =1 si, et seulement si

(ﬁg) =1 ([31, proposition B ), et critére 1 donne une condition pour que
N

r. =1, quiest, pour le cas o n =1 (r,=1) , celle de [7].

Y) s=p

1

Le critére 1 s'applique aussi & plusieurs cas od r, =2 ,r =r_ =1.

§) s=pp' ou s=2pp' ,p=1,p' =5 (mod 8) , <J1> =1,P=p.

Les critéres pour que rgy =1 sont les propositions B et By de [ ]. Dans le

cas s = pp' un calcul simple montre que, si r, =1, (-1)X = -(é%)u » Ce qui

]

détermine la parité de X .

8') s =pp'q ol exactement un des symboles de Legendre (g)(%f) ,(E—> vaut -1,
et on a, respectivement P =p',p,pp' (cf, [31], propositions B, , B;)

s=2pq o p=1,q=3 (mod8) , (g) =1,P=p
-1(mod8),(§)=1,P=2p.

1}

s =2pg ol p

5, q

Du théoréme 2 nous déduisons

Critére 2 : Soit Q(V-s) un corps quadratique imaginaire tel que s =1 (mod 8) ,
que tous les facteurs premiers de s sojent congrus 3 1 modulo 4 et tel que

r, =ryg=1.

Alors exactement une des équations

AZ%2 = PX2+QY2 , A=1 ou 2 , s=2PQ

a des solutions X ,Y,Z vérifiant (2.2) et, pour toute telle solution

et e B

Ce critére s'applique aux cas suivants :

} o (PN _ ) o
a,) s = Py ++e P, OO p;= 1 (mod 8) , \EE] ==-1,n=1,2 ouun nombre impair
(cf. [31, propositions B,, B;,), avec A=2 ,P=1,0Q=s ., Comme s =2g°-h®,

on retrouve le critére de [ 6] pour n =1, & savoir

et B
§,)

,) S=pp' avec p=p'=5(mod8) ,avec P=p et A=1 ou 2 suivant
que (p =1 ou -1 (cf. [3], propositions B/, B,).

4
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§ 6.~ Application & des corps quadratiques réels,

Nous obtenons un critére général, correspondant au théoréme B, de [3] :

Critére 3 : Soit Q(vin) un corps quadratique réel tel que le nombre m n'a pas

de diviseur premier congru & 3 modulo 4 , et tel que r =r, =1 . Alors il

existe exactement une décomposition m = PQ telle que les équations

ZZ = Px2 _QYZ . Z|2 - Qle _PYIZ

aient des solutions vérifiant (2.3). Les nombres

RO RO

ne dépendent que de m et r,, =1 si, et seulement si, a =B =1.
Sinon P,Q ou -1 est facteur principal suivant que (a,p) = (1,-1) , (-1,1)
ou (-1,-1) .

Ce critére inclut le cas oo r, =1 traité déja dans [ 41, Mais grace au
Temme 1, qui permet de travailler avec des nombres Z négatifs, nous avons pu
le formuler et le démontrer de maniére plus &légante, On peut vérifier directement

que la formulation de [ 4] et le critére 3 sont équivalents.

Si le nombre m a des diviseurs premiers congrus & 3 modulo 4 nous ne pourrons
trouver qu'un résultat partiel, car nous ne pouvons calculer qu'une seule des
valeurs ev(hi) (i=1,2,3) . Nous allons traiter deux exemples.

Exemple 1 :m=pq ,p=1(mod 8 , q=3 (mod 4) , (g) =1,

Ici on sait que r, =2 , r =1, et 1'on peut prendre h = [p,0,-q] ,

h, = [25,2,e1%§9} ol ¢ = ( . On connait les conditions pour que r, =1
(cf. [31, théoremes B, et B ).

Supposons que r, =1 . Alors, considérant h ,

1'équation Z2 = pX%2 -qY¥? a des solutions vérifiant (2.3) ; de plus on peut

on voit que V = p et que

choisir X impair. En effet, considérant les formes de discriminant -4q on voit
que 1'équation pX? = 72 +qY¥2 a des solutions odi X, est une puissance de p
et (Xl,Yl) =1 . Ceci montre que Z, est le premier coefficient d'une racine

carrée de h, , donc, conme r =1, e (Z. )=1,donc e (Z e (Z)Y=1,
1 8 p 1 q 1 2 1
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Z,-1

Z -
et, comme ici eq(Zl) = (7%> et e, (Z)) = (-1)

on voit que, en choisissant convenablement le signe de Z, on peut supposer que
X,,Y,,Z, satisfait a (2.3), et X, est impair. On trouve donc le résultat
suivant :

changent de signe avec Z,

Critére 4 : Soit m=pq avec p=1 (mod 8) , q =3 (mod 4) (g) =1 tels que
ro = 1 . Alors 1'équation Z® = pX* -qY®> a des solutions satisfaisant & (2.3)

ol X est impair. Pour toute telle solution on a

) . 7\ (2%
re =1 od p est facteur principal e <E)M<TT> =1.

Remarque 1 :Par voie analytique on peut obtenir ([ 51) dans ce cas :

r..=1 ou p est facteur principal e h(-pg) +h(-p) = 0 (mod 16)

16
ol h(m) désigne le nombre des classes d'idéaux de Q(vim) .

Cas m = 2pq (cf. [ 3], théorémes B, et B,).

Procédant de 1a méme maniére on obtient le

Critére 5 : Soit m=2pqg ou p=1 (mod8) , q=3 (mod 4) , (g) =1, d'od
r, = 1 . Supposons en outre r_ =1 . Alors 1'équation Z*> = pX® -2qY? a des

8
solutions vérifiant {2.3) et,pour toute telle solution,

16

_ N . 7\ (2X\ _
r. =1 ot p est facteur principal « (5>4<7T> =1.

Remarque 2 : Les critéres 4 et 5 s'appliquent aussi aux cas plus généraux m = Pq

et m=2Pqg ol P est produit de nombres premiers P; 1 {mod 8) , non résidus
quadratiques les uns des autres mais résidus quadratiques de q , et ol le nombre
n des Ps est 1,2 ou un nombre impair. Si n > 1 on ne peut pas montrer que

1'équation 72 = PX2 -q¥2 a des solutions vérifiant (2.2) o0 X est impair.
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